
一般領域上の BMO 関数の可積分性とその応用

防衛大学校 後藤泰宏

1 John-Nirenberg の定理, 問題

D を Rn の部分領域とする. D 上の局所可積分な関数 f は

kfk� = sup
Q

jQj�1

Z
Q

jf � fQjdm <1

なるとき BMO(D) 関数という. ここで dm は n-次元 Lebesgue 測度, sup は D 上の全ての立

方体 Q について取り jQj = m(Q), fQ = jQj�1
R
Q
fdm,とする. sup は閉立方体の全体につ

いてとっても開立方体の全体についてとっても同じである. BMO(D) は定数差を度外視すれば

Banach 空間となる. BMO 関数の可積分性に関しては John-Nirenberg の評価が基本的である.

定理 1.1 (John-Nirenberg [7]). f 2 BMO(Q) に対し

jfx 2 Q j jf � fQj � tgj � C1 exp(�C2
t

kfk�
); t > 0:

log jxj 2 BMO(Rn) なることからこの評価は定数 C1, C2 の値を度外視すれば最良である.

特に

系 1.1. 9c > 0, 8f 2 BMO(Q), kfk� � 1, ecjf j 2 L1(Q).

系 1.2. BMO(Q) � Lp(Q), 0 < p <1.

他方一般の有界領域上の BMO 関数に対してはもはやこのような評価は期待できない. 実

際 �(t) ! 1, t ! 1 なるどのような � に対しても有界な領域 D � Rn と kfk� � 1 なる

BMO(D) 関数 f で
R
D
�(jf j)dm =1なるものを容易に構成できる. また立方体 Q 上の BMO

関数は常に Rn 上の BMO 関数に延長可能であることに注意する. これらの事実を念頭に以下

の問題を考える:

(1) 領域 D 上の BMO 関数に対し D 上で John-Nirenberg 型の評価が成立するような領域 D

の特徴付け.

(2) より一般に領域 D 及びその可測部分集合 E で D 上の BMO 関数に対し E 上で John-

Nirenberg 型の評価が成立するものの特徴付け.
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もちろん John-Nirenberg 型の指数的可積分性だけでなくより一般の可積分性についても同

じ問題が考えられる. (1)に対する解答はすでに Staples, Smith-Stegengaによって得られており

その結果を x3 において紹介する. それに先立ち x2 では一般領域上の BMO 空間の考察で基本

となる BMO 空間の分解定理について述べる. x4 では上記問題 (2) について考察する. 最後に

xx5, 6 では一様領域及び正値優調和関数の可積分性への応用について述べる.

2 BMO 空間の分解, 擬双曲距離

まず BMO の定義は以下の意味で局所化できることに注意する.

定理 2.1 (cf. Reimann-Rychener [12]). D を Rn の部分領域, � � 1 とする. f 2 L1
loc(D)

に対し

K := sup jQj�1

Z
Q

jf � fQjdm <1

であるとする. ここで sup は d(Q; @D) � �l(Q) なるものについてのみ取るものとする. そのと

き f 2 BMO(D) かつ kfk� � C�K.

この性質ゆえ領域の Whitney 分解を考えることが BMO 空間の考察において非常に有効で

ある. Rn の真部分領域 D について WD = fQg をその Whitney 分解とし BMO(D) の以下の

二つの閉部分空間を考える.

BMOl(D) := ff 2 BMO(D) j fQ = 0; Q 2 WDg;

BMOg(D) := ff 2 BMO(D) j f jQ = const.; Q 2 WDg:

WD の立方体の列 Q0, Q1,...,Qn は �Qk\ �Qk+1 6= ;, 0 � k � n�1なるときQ0 と Qn を結ぶ

立方体鎖とい nをその長さという. Q, Q0 2 WD に対し WD 上の距離 �D(Q;Q
0)を Q と Q0 を

結ぶ立方体鎖の長さの最小値として定める. そのとき定理 2.1 及び f 2 BMO(D), Q, Q0 2 WD,

�Q \ �Q0 = ;,に対し jfQ � fQ0 j � Ckfk� なることから

補題 2.1. BMOg(D) = Lip(WD; �D).

となり BMOg(D) の構造は単純である. 他方 BMOg(D) 関数はそれを Rn nD 上では 0 とお

いて Rn 上の関数に延長するとき BMO(Rn) 関数となることがわかり

補題 2.2. BMOl(D) � BMO(Rn)jD.

よって BMOl(D) 関数も扱いよい. f 2 BMO(D)に対し分解

f(x) = (f(x)� fQ) + fQ; x 2 Q 2 WD

を考えれば
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補題 2.3. BMO(D) = BMOl(D)�BMOg(D).

よって

定理 2.2. BMO(D) = BMO(Rn)jD + Lip(WD; �D).

次に Lip(WD; �D) = BMOg(D) 関数を平滑化しよう. Rn の真部分領域 D に対しその上の

擬双曲距離 kD を

kD(x; y) := inf

�D

Z



ds

�D(x)
; x; y 2 D;

により定める. ここで �D(x) = d(x; @D) で inf は x と y を結ぶ D 上の求長可能な曲線 
 の全

体について取るものとする. 擬双曲距離は大域的には擬等角不変である: F : D ! D0 を擬等角

写像とすれば x; y 2 B, 2B � D なる球 B が存在しないような任意の二点 x; y 2 D に対し

kD0(F (x); F (y)) � CkD(x; y):

双曲距離 hD とは次のような関係がある.

kD & hD; D: 平面領域のとき;

kD � hD; D: 単連結平面領域のとき:

Whitney 分解は擬双曲距離のもとでほぼ合同な図形への分解であり WD 上の距離 �D が D

上の擬双曲距離 kD に対応することから BMOg(D) � Lip(D; kD) + L1(D) となり次の分解定

理を得る.

定理 2.3. BMO(D) = BMO(Rn)jD + Lip(D; kD).

正確には各 BMO(D) 関数 f に対し f = gjD + h, なる BMO(Rn) 関数 g と Lip(D; kD) 関

数 h で kgk� � Ckfk�, khkLip � Ckfk� かつ d(Q;Dc) � �l(Q) なる任意の立方体 Q に対し

jgjQ � Ckfk� なるものが取れる. よって BMO(D) 関数の可積分性を調べるには BMO(Rn) 関

数の可積分性と擬双曲距離関数の可積分性を調べればよい.

3 BMO 関数の全領域上での可積分性

ここでは与えられた領域全体での可積分性について知られている結果を紹介する.

Rn の真部分領域 D について定数 �, C > 0が存在し

kD(x; x0) �
1

�
log

�D(x0)

�D(x)
+ C; x 2 D

となるとき x0 を起点とする �-H�older 領域であるという. このとき必然的に 0 < � � 1 となる.

単連結平面領域 D については, 単位円板 �がら D へのリーマン写像 f が � 上まで H�older 連

3



続に延びるときにかぎり D は H�older領域となる. H�older 領域は有界であり outer cusp を持た

ないがいくらでも細長い廊下を持つことがある. また �-H�older 領域 D に対してはその任意の境

界点 x に対し

lim inf
n!1

�D(x0)

jx� xnj
� �

なる点列 xn 2 D, xn ! x, が取れる. John 領域, 特に Lipschtz 領域は常に H�older 領域となっ

ている.

単調非減少関数 � : [0;1)! [0;1), はその増大度が高々指数的であるとき, すなわち

�(t+ 1) � C�(t); t � 1

なるとき穏やかであるということにする. そのとき

定理 3.1 (Smith-Stegenga [13]). D を Rn の部分領域, � を穏やかとするとき, 以下の 2 条

件は同値である:

(1) 9a > 0, 8f 2 BMO(D), kfk� � 1,
R
D
�(ajf j)dm <1;

(2) 9b > 0,
R
D
�(bkD(�; x0))dm <1.

さらに �(t) = et なるときについては次も同値である:

(3) ある c > 0 に対し D は c-H�older 領域.

(2) ) (1) は kkD(�; x0)k� � Cn からただちに従う. (1) ) (2) は BMO の分解定理及び

John-Nirenberg の定理から示される. (2) ) (3)はほぼ自明である. 実際 D が H�older 領域であ

るのは擬双曲距離関数が局所的に一様に指数的可積分であること, すなわちZ
Bx

eC1kD(�;x0)dm � C2; x 2 D; (Bx = B(x; �D(x)=2))

なる定数 C1, C2 > 0 が取れるときに限ることが容易にわかる. よってこの逆 (3) ) (2) の成立

すること, 擬双曲距離関数の局所的な指数可積分性が大域的なそれを導くということは注目すべ

き事実といえる. Smith-Stegengaは H�older 領域 D が Whitney ]-条件:

jfx 2 D j �D(x) � tgj � C1t
C2

を満たすことを示すことで (3) ) (2) を導いている.

系 3.1. 領域 D � Rn について D 上で BMO(D) 関数に対し John-Nirenberg 型の評価が成立

するための必要十分条件は D が H�older 領域なることである.

�(t) = tp として

系 3.2 (Staples [15]). 領域 D � Rn 及び 0 < p <1 について BMO(D) � Lp(D) なるため

の必要十分条件は Z
D

kD(�; x0)
pdm <1
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4 BMO 関数の可測部分集合上での可積分性

ここでは Rn の部分領域 D 及び D の可測部分集合 E について E 上での BMO(D) 関数の可

積分性について以下の方針に沿って考える.

(Step 1) Rn の真部分領域に対し Whitney分解を用いて Smith-Stegengaの手法を適用する (定

理 4.1). ただしこの段階で得られる評価はあまりよくない.

(Step 2) BMO(Rn) = BMO(Rn n f0g) 及び BMO(Rn) の相似変換による不変性を用いて

D = Rn の場合を考察する (定理 4.2). その結果に BMO の分解定理を合せて Step 1 の評価を

改良する (定理 4.3).

より一般に重み付きの可積分性を考えても証明はほとんと同じなので以下重みを付けて考え

ることにする. Rn の部分領域 D 上の重み w は D 上局所的に一様に逆相加相乗不等式を満た

すとき, すなわち, ある定数 C > 0 に対し

0 < M1(Q;w) � CM0(Q;w) <1; Q 2 AD;

なるとき w 2 A1loc(D) という. ここで

AD = fQ � D j d(Q; @D) � �l(Q)g;

Mp(w;Q) =

8>>>>>>><
>>>>>>>:

ess supQw; p =1;�
jQj�1

Z
Q

wpdm

� 1
p

; p 6= 0; p 6= �1;

exp

�
jQj�1

Z
Q

logw dm

�
; p = 0;

ess infQw; p = �1:

(�は与えられた定数)とする. 典型的な重み w 2 A1loc(D) の例は �; � 2 R; �1 < 
 < n
n�2 , u

を D 上の正値優調和関数として

w(x) = �D(x)
�(kD(x; x0) + 1)�u(x)


により与えられる.

重み w を持った BMO 空間 BMOw(D) を, d� = wdm として

sup
Q2AD

�(Q)�1

Z
Q

jf � fQ;�jd� <1

なる D 上の �-局所可積分な関数 f の全体として定める. w 2 A1loc(D) ならば BMOw(D) =

BMO(D)であること (cf. [12])に注意し全領域における可積分性についての Whitney 分解を用

いた Smith-Stegenga の証明をたどれば

定理 4.1. D を Rn の真部分領域, � を穏やかな関数, w 2 A1loc(D), d� = wdm, E を D の可

測部分集合とする. そのとき以下の条件は同値:
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(1) 9p > 0, 8f 2 BMO(D), kfk� � 1,
R
E
�(pjf j)d� <1;

(2) 9p > 0,
R
E
�(pkD(�; x0))d� <1.

また (2) が p = p0 で成立すれば

0 < 8p < C1min(1; p0), 8f 2 BMO(D), kfk� � 1,Z
E

�(pjf � fQ0
j)d� � C2

�
�(Q0) +

Z
E

�(p0kD(�; x0))d�

�
:

ここで Q0 � D は d(Q0; @D) = l(Q0) なる立方体, x0 は Q0 の中心とする.

定理で得られた評価式について注意を述べておく. D の Whitney 分解で得られる立方体

Q について �(Q \ E) � �(Q) であれば Qからみての相対的評価としては Q \ E 上の評価

はよくなり積分
R
E\Q

�(pjf � fQ0
j)d� は

R
E
�(p0kD(�; x0))d� で評価することができる. 他方

�(Q\E) << �(Q)なるときは Qからみた相対評価は悪くなるものの領域 D から見て Q\E の

絶対量が評価できるので今度は �(Q0) によって評価することができる.

この評価式は第 1 項 �(Q0)が E に依存しておらずよいものではない. 特に E が小さいとき

評価としては非常に悪いものとなっている.

次に BMO(Rn)関数の Rn の可測部分集合上での可積分性について考察する. D = Rn nf0g

として

BMO(D) = BMO(Rn)

kD(x; x0) � log

�
jxj+

1

jxj

�

なることに注意すれば定理 4.1 を BMO(Rn) の場合に具体的に書き下すことができる. さらに

BMO(Rn) が Rn の相似変換で不変であることを利用すれば, 定理 4.1 での評価の起点 Q0 を

動かすことで, 以下のように評価を改善できる.

穏やかな関数 �, 0 < p <1, 及び Rn の可測部分集合 E に対しその moment N�;p(E) 及び

Np(E) を以下のように定める:

N�;p(E) := jEj�1 inf
0<s<1
y2Rn

�
s�n +

Z
E

�(p log+ sjx� yj)dm(x)

�
;

Np(E) := jEj�1 inf
y2Rn

�Z
E

jx� yjpdm(x)

� n
n+p

:

Net;p(E) � Np(E) であり, またこれらの moment は Rn の相似変換で不変となっている: � を

Rn の相似変換として

N�;p(E) = N�;p(�(E)); Np(E) = Np(�(E)):
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これら momentは E が球の場合に最小であり E の球からの変形度をあらわしているといえる.

特に s = jEj
�1

n として自明な評価

N�;p(E) � 1 + inf
y
jEj�1

Z
E

�(
p

n
log+

jx� yjn

jEj
)dm(x);

を得る.

定理 4.2. � を穏やかな関数, E を Rn の可測部分集合とする. そのとき以下の条件は同値:

(1) 9p > 0, 8f 2 BMO(Rn), kfk� � 1,
R
E
�(pjf j)dm <1;

(2) 9p > 0,
R
E
�(p log+ jxj)dm <1;

また (2) が p = p0 で成立すれば 0 < 8p < C1min(1; p0), 8f 2 BMO(Rn), kfk� � 1,

inf
c2C

Z
E

�(pjf � cj)dm � C2jEjN�;p0(E):

この評価の右辺 jEjN�;p0(E)における jEjは集合 E の絶対量を, N�;p0(E)は E の変形度を

あらわしている. 次節で見るように �が指数関数の場合についてはこの評価によって一様領域を

特徴づけられる. その意味でこの評価は最良である.

系 4.1. Rn の可測部分集合 E について, E 上で BMO(Rn) 関数に対し John-Nirenberg 型の

評価が成立するための必要十分条件は Np(E) <1 なる p > 0 が存在することである.

よって Gehring-Palka [2] の評価式

log

�
1 +

jx� yj

�D(y)

�
� kD(x; y); x; y 2 D;

に注意して BMO の分解定理を用いれば最終的な評価式として以下を得る.

定理 4.3. 定理 4.1 で w = 1 なるとき, その評価式を以下のように改良できる:

inf
c2C

Z
E

�(pjf � cj)dm � C

�
jEjN�;p0(E) + inf

x02D

Z
E

�(p0kD(�; x0))dm

�
:

5 一様領域

Rn の部分領域 D0 及びその部分領域 D についてある定数 C > 0が存在して

kD(x; y) � C

�
kD0(x; y) + log

�
�D(x) + �D(y) + jx� yj

min(�D(x); �D(y))

��
; x; y 2 D

なるとき D は D0-一様領域という. ここで kRn は 0 とみなすものとする. 特に D0 = Rn:

kD(x; y) � C log

�
�D(x) + �D(y) + jx� yj

min(�D(x); �D(y))

�
; x; y 2 D

なるとき D を一様領域という.
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一様性は擬等角不変である. すなわち Dが D0-一様領域で F : D0 ! G0 を擬等角写像とすれ

ば G = F (D) は G0-一様となる. また有界一様領域は John 領域, 特に H�older 領域である. 単

連結平面領域に対しては, 一様領域なることと擬円板なることは同値である.

定理 5.1 (Jones [8], Gotoh [3]). 領域 D, D0, D � D0, について, D が D0-一様となるため

の必要十分条件は

BMO(D) = BMO(D0)jD:

よって, 定理 4.3 及び 5.1 を用いれば H�older 領域に対する定理 3.1 に相当する次の結果を得る.

一般に実関数 f 及び定数 p > 0 に対し

Z
E

epfdm

Z
E

e�pfdm �

�
inf
c

Z
E

epjf�cjdm

�2

� 4

Z
E

epfdm

Z
E

e�pfdm:

なることに注意.

定理 5.2. 領域 D, D0, D � D0, に対し, 以下の条件は同値である:

(1) D は D0-一様;

(2) 9p; p0; C > 0, 8E � D, 8x 2 D,

Z
E

epkD(�;x)dm

Z
E

e�pkD(�;x)dm � C

 
jEj2Np0(E)

2 +

�Z
E

ep0kD0 (�;x)dm

�2
!
;

(3) 9p; p0; C > 0, 8E � D, 8f 2 BMO(D), kfk� � 1,

inf
c2C

Z
E

epjf�cjdm � C

�
jEjNp0(E) + inf

x02D

Z
E

ep0kD0 (�;x0)dm

�
:

系 5.1. 領域 D に対し以下は同値:

(1) D : 一様領域;

(2) 9p; p0; C > 0, 8E � D, 8x 2 D,Z
E

epkD(�;x)dm

Z
E

e�pkD(�;x)dm � CjEj2Np0(E)
2;

(3) 9p; p0; C > 0, 8E � D, 8f 2 BMO(D), kfk� � 1,

inf
c2C

Z
E

epjf�cjdm � CjEjNp0(E):

6 Lindqvist の定理, 優調和関数の可積分性への応用

Rn の部分領域 D に対し H+(D) で D 上の正値調和関数の全体を, S+(D) で D 上の正値優調

和関数の全体をあらわすものとする. Green 関数に対して Harnack の不等式を用いれば
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補題 6.1. �1 � p < n
n�2 . そのとき

0 < Mp(u;Q) � CM�1(u;Q) <1; u 2 S+(D); Q 2 AD:

領域 D 上の重み w がある逆 H�older 不等式を満たせば logw 2 BMO(D) なる一般的事実

より

定理 6.1 (Lindqvist [9]). k log uk� � Cn, u 2 S+(D).

よって優調和関数の可積分性に我々の結果を直接適用することができ

定理 6.2. D を Rn の部分領域, � を穏やかな関数, w 2 A1loc(D), d� = wdm, E を D の可測

部分集合とする. そのとき任意の p0 > 0 に対しある定数 p, C > 0 が存在し D の任意の可測部

分集合 E, 及び任意の u 2 S+(D) に対しZ
E

�(pj logu� (log u)B0
j)wdm � C

�Z
B0

wdm+

Z
E

�(p0kD(�; x0))wdm

�
;

ここで B0 � D は d(B0; @D) = rad(B0) なる球, x0 は B0 の中心とする.

定数 (log u)B0
(= logM0(u;B0))は logMp(u;B0), �1 � p < n

n�2 , 特に log(minB0
u) 或い

は log(uB0
)で置き換えてもよい. H+(D) 関数に対してはこの定理は自明である. 実際 Harnack

の不等式から各点ごとの評価 j log u(x)� log u(x0)j � CkD(x; x0)が成立する.

定理 5.2 及び 系 5.1 から

定理 6.3. D が D0-一様領域であれば, 任意の p0 > 0 に対しある定数 C; p > 0, が存在し D の

任意の可測部分集合 E 及び任意の u 2 S+(D) に対し

Z
E

updm

Z
E

u�pdm � C

 
jEj2Np0(E)

2 + inf
x02D

�Z
E

ep0kD0 (�;x0)dm

�2
!
:

系 6.1. D � Rn が一様領域ならば, 任意の p0 > 0 に対しある定数 C; p > 0, が存在し D の任

意の可測部分集合 E, 及び任意の u 2 S+(D) に対しZ
E

updm

Z
E

u�pdm � CjEj2Np0(E)
2:

逆に有限連結平面領域 D に対しては定数 C1, C2 > 0 が存在し D 上の任意の 2 点 x, y に

対し

kD(x; y) � C1(log u(y)� log u(x)) + C2;

なる u 2 H+(D)が取れることから
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定理 6.4. 平面領域 D0 及びその有限連結部分領域 D について, ある定数 p0, p, C > 0 が存在

し, 定理 6.3 の評価が任意の可測集合 E � D, 及び, 任意の u 2 S+(D) に対し成立するとする.

そのとき D は D0-一様領域である.

系 6.2. 有限連結平面領域 D についてある定数 p0, p, C > 0 が存在し系 6.1 の評価が任意の可

測集合 E � D, 及び任意の u 2 S+(D) に対し成立するとする. そのとき D は 一様領域である.

系 6.3. 単連結平面領域 D 6= R2 について D が擬円板である為の必要十分条件は,

9p0, p, C > 0, 8E � D, 8u 2 S+(D),Z
E

updm

Z
E

u�pdm � CjEj2Np0(E)
2:

ここで H�older 領域について対応する結果を紹介しておく.

定理 6.5 (Masumoto [10], Smith-Stegenga [14], Stegenga-Ullrich [16]). Rn の部分領

域 D に対し以下の条件を考える:

(1) D : H�older 領域;

(2) 9p; C > 0, 8u 2 S+(D),
R
D
updm � Cu(x0)

p;

(3) 9p; C > 0, 8u 2 S+(D),
R
D
u�pdm � C(uB0

)�p.

そのとき常に (1) ) (2), (1) ) (3). また D が有限連結平面領域であれば, これら 3 条件は互

いに同値である.

最後に儀等角写像の可積分性への応用について述べる. Rn の部分領域間の擬等角写像 F の

ヤコビ行列式 JF は, ある逆 H�older 不等式を満たし log JF の BMO ノルムは n 及び F の

maximal dilatationにのみ依存した定数で評価できる (cf. [12]). よって

定理 6.6. D を D0-一様領域, F を D 上の擬等角写像とする. そのとき

8p0 > 0, 9C; p > 0, 8E � D,

Z
E

JF
pdm

Z
E

JF
�pdm � C

 
jEj2Np0(E)

2 + inf
x02D

�Z
E

ep0kD0 (�;x0)dm

�2
!
:

系 6.4. D を一様領域, F を D 上の擬等角写像とする. そのとき

8p0 > 0, 9C; p > 0, 8E � D,Z
E

JF
pdm

Z
E

JF
�pdm � CjEj2Np0(E)

2:
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