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Bu
w(E)空間の補間定理 1

早稲田大学グローバルエデュケーションセンター　　曽布川　拓也
(Takuya Sobukawa)

1 Morrey空間とCampanato空間
まずよく知られたMorrey空間の定義を見直すことにする。

定義 1 Rn上, Q(x, r)を中心 x，半径 rの球（or 立方体）とするとき

sup
r>0, x∈Rn

1

rλ

(
1

|Q(x, r)|

∫

Q(x,r)

|f(y)|p dy

)1/p

< ∞ (1)

を満たす関数 f の全体をMorrey空間 Lp,λとよぶ。

このノルムの定義を丁寧に見直してみると

1. 関数 f の値の大きさをローカルに (Q(x, r)という範囲で)Lpノルムで測る

2. 関数の値の様子を知ることが目的なので, Q(x, r)の大きさに依らないようにその測度 |Q(x, r)|
で割って標準化した Lpノルムにする

3. Q(x, r)の半径 rが小さければ、よりローカルな性質を詳しく見ることになるので、rの冪で
割る。その冪が大きければ, 中心 xの近辺での f の挙動を細かく見ることになる。

4. 半径の取り方, 中心の取り方のすべての場合を考慮する (上限を取る)

という構造になっていることがわかる。ここでは最初に関数 f を Lp ノルムで局所的に測ってい
るが, それを次のように弱 Lp(セミ)ノルムに変えたものも考えられる。

定義 2 関数 f で

∥f∥WLp,λ(U) = sup
Q(x,s)⊂U

1

sλ

(
1

|Q(x, s)| sup
t>0

tp
∣∣∣{Q(x, s), |f | > t}

∣∣∣
)1/p

< ∞

を満たすもの全体を, 弱Morrey空間WLp,λとよぶ。

1本講演は中井英一氏（茨城大理）との共同研究の成果報告である。
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これらは, 局所的に関数の値の発散の様子を調べ、それを全体でまとめていることになるが、振動
するような関数の変動の様子を知るためには次のような見方の方が相応しいとも言える。

定義 3 関数 f で

sup
r>0, x∈Rn

1

rλ

(
1

|Q(x, r)|

∫

Q(x,r)

|f(y) − fQ|p dy

)1/p

< ∞ (2)

を満たすもの全体を, Campanato空間 Lp,λとよぶ。ただし,

fQ =
1

|Q(x, r)|

∫

Q(x,r)

f(y) dy

である。

これもMorrey空間と同様に見直してみると

1.“平均”fQに対して“偏差” |f(y) − fQ| を考え,

2. その“分散”(もしくは p次モーメント, p = 2のときが確率論や統計学で言う分散に相当す
る) をとり

3. Morrey空間と同様に球の半径の冪で割って, 全体で見る

となっている。なおこの量は、関数に定数を加えても値が変わらず, セミノルムとなる。
Morrey空間とCampanato空間については次の性質がよく知られている。

λ = −n/pのとき Lp,λ = Lp

−n/p ≤ λ < 0のとき Lp,λ/C = Lp,λ

λ = 0のとき Lp,λ = BMO

0 < λ ≤ 1のとき Lp,λ = Lip(λ)

2 原点の周りの関数の挙動
前節で見たように, Morreyノルムや Campanatoセミノルムは局所的に関数の様子を調べ, 空間
全体でそれを見る」という形になっている。それに対して原点中心に限定した形で色々な関数空
間が考えられている。

2.1 Beurling algebra Ap のdual Bp

Beurling が一般調和解析 (Wiener変換の解析)のために導入した関数環Ap の双対空間 Bpは次
のようなノルムを持つ空間であるとみることができる。

∥f∥Bp = sup
r≥1

(
1

|Qr|

∫

Qr

|f(x)|p dx

)1/p

(3)
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ここで Qr = Q(0, r) である。
球の半径が 1以上であることはそれほど本質的でないが, これと類似の Homogeneous type のノ
ルム

∥f∥Ḃp = sup
r>0

(
1

|Qr|

∫

Qr

|f(x)|p dx

)1/p

(4)

はまた新しい関数空間をもたらす。これはMorrey ノルムの定義において, 球の中心 xを原点に固
定, λ = 0としたものとみなすことが出来る。

2.2 CMOp, CBMOp

Campanato セミノルムを同じように原点中心で見直したのが次のセミノルムである

∥f∥CMOp = sup
r≥1

(
1

|Qr|

∫

Qr

|f(x) − fQr |p dx

)1/p

(5)

(Garćıa-Cuerva and Herrero [3])。これに対応するHomogeneous type セミノルムが

∥f∥CBMOp = sup
r>0

(
1

|Qr|

∫

Qr

|f(x) − fQr |p dx

)1/p

(6)

(Alvarez, Guzmán-Partida and Lakey[1]) である。

2.3 一般の Central Morrey/ Campanato type 空間

またさらに, 一般の λに対して, 原点中心に見て

∥f∥Bp,λ = sup
r≥1

1

rλ

(
1

|Qr|

∫

Qr

|f(x)|p dx

)1/p

∥f∥Ḃp,λ = sup
r>0

1

rλ

(
1

|Qr|

∫

Qr

|f(x)|p dx

)1/p

∥f∥CMOp,λ = sup
r≥1

1

rλ

(
1

|Qr|

∫

Qr

|f(x) − fQr |p dx

)1/p

∥f∥CBMOp,λ = sup
r>0

1

rλ

(
1

|Qr|

∫

Qr

|f(x) − fQr |p dx

)1/p

といったノルム・セミノルムを定義することもできる。

2.4 関数空間 Bσ(E)

これらの空間は, その歴史的な経緯などから, 積分領域Qrの測度を明示しているが, これを rn

で置き換えても同値である。 すなわち

∥f∥Bp,λ = sup
r≥1

1

rλ

(
1

|Qr|

∫

Qr

|f(x)|p dx

)1/p

≈ sup
r≥1

1

rn/p+λ
∥f∥Lp(Qr)
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と置き直すことができる。これをBn/p+λ(L
p) ノルムと呼ぶこととする。一般に Bσ(Lp) 空間が考

えられる。また Ḃσ(Lp) ノルムも同様に定められる。
同じようにCMOp,λ や CBMOp,λ のセミノルムは, ∥f − fQr∥Lp(Qr) を Lp/C (Cは定数関数全体
の集合)という空間のセミノルムと見なすことによって

∥f∥CMOp,λ = sup
r≥1

1

rn/p+λ
∥f − fQr∥Lp(Qr)　・・・Bn/p+λ(L

p/C) セミノルム

∥f∥CBMOp,λ = sup
r>0

1

rn/p+λ
∥f − fQr∥Lp(Qr)　・・・Ḃn/p+λ(L

p/C) セミノルム

とみることも出来る。このように最初に局所的に関数の状況を見る尺度 (ノルムまたはセミノルム
E ）を変えてやることによって, さらに一般にBσ(E) という枠組みで多くの関数空間を捉えるこ
とが出来る。(Komori-Furuya et al. [5])

2.5 関数空間 Bu
w(E)

前節の Bσ(E) の (セミ)ノルムは, 最後に rを動かして上限を取っている。それを L∞ ノルムを
取ったと見なし, さらに一般化して Luノルムを取る 2ことにする。そしてウェイト r−σ を一般的
な形で w(r)としてやれば, 次の空間を得る。

定義 4 (Bu
w(E) spaces) E を Rn 上の関数に対する（何らかの条件を満たす）セミノルム空間と

する。このとき関数空間 Bu
w(E) および Ḃu

w(E) をそれぞれ
∥∥∥w(r)∥f∥E(Qr)

∥∥∥
Lu([1,∞), dr

r
)
< ∞

∥∥∥w(r)∥f∥E(Qr)

∥∥∥
Lu((0,∞), dr

r
)
< ∞

を満たす関数 f 全体のなす空間と定める。

この定義自体には特に必要はないが, 今後扱う上でセミノルム空間 Eについてつぎの条件を仮定
することとする.

f |Qr ∈ E(Qr), 0 < t < r < ∞ =⇒ f |Qt ∈ E(Qt), ∥f∥E(Qt) ≤ CE∥f∥E(Qr) (7)

大まかに言って Lpのような「広い領域で測れば, ノルムは大きくなる」という性質である。ここ
ではこれを「制限条件」と呼ぶことにする。実際にEの例としてはLp, Orlicz 空間, Lorentz 空間
Morrey 空間, Weak-Morrey 空間Campanato 空間, Lipschitz 空間などがある。
後に補間定理を証明するのに必要となるのでweight wについての条件も検討しておく。

w(r) ≤ Cw(s) (w(r) ≥ Cw(s)) for r ≤ s. (8)

これらは増加関数/減少関数の一般化であることから, almost increasing/decreasing propertyと呼
ぶ。またよく知られた doubling conditionも仮定しておく。

C−1 ≤ w(r)

w(s)
≤ C for

1

2
≤ r

s
≤ 2. (9)

2Burenkov and Nursultanov は E = Lp のケースでこの形の空間を考えている。([2])
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このとき, ウェイト wのクラスとして

Wu =

{
w : almost decreasing, doubling,

∫ ∞

1

w(r)u dr

r
< ∞

}

W∗ =

{
w : almost decreasing, doubling,

∫ ∞

r

w(t)
dt

t
≈ w(r)

}

を考える。これらは
u1 ≤ u2 =⇒ W∗ ⊂ Wu1 ⊂ Wu2 ⊂ W∞.

を満たすことがわかる。

3 Bu
w(E)-空間の補間定理

まずK-実補間空間の定義を復習する。
(A0, A1)を準ノルム空間の両立対とする。a ∈ A0 + A1, t ≥ 0 に対し

K(t, a; (A0, A1)) = inf
a=a0+a1,ai∈Ai

(∥a0∥A0 + t∥a1∥A1)

を Peetre のK関数という。

定義 5 1 ≤ u ≤ ∞, 0 < θ < 1, δ ≥ 0 に対し
[∫ ∞

δ

(
K(t, a; (A0, A1))

tθ

)u
dt

t

]1/u

< ∞

を満たす a ∈ A0 + A1 全体を, K-実補間空間 (A0, A1)θ,u,[δ,∞) という。

この補間空間に対して, 次の性質が成り立つ。

命題 6 (有界性定理) (劣)線形作用素 3 T が A0 −→ B0 および A1 −→ B1 の有界作用素である
とき, T は (A0, A1)θ,u −→ (B0, B1)θ,u の有界作用素になる。

どのような空間の両立対に対してその補間空間を知られた形で確定することが基本的な問題となる。
次が我々の主結果である。

定理 7 (Bu
w(E)-空間の補間定理) u0, u1, u ∈ (0,∞], w0, w1 ∈ W∞, min(ui, u) < ∞ ならば wi ∈

W∗ とする。また, ある (ϵ > 0) に対して
w0(r)

w1(r)
r−ϵ または

w1(r)

w0(r)
r−ϵ が almost increasing である

とする。θ ∈ (0, 1) に対して
w = w

(1−θ)
0 wθ

1.

と定める。このとき

(Ḃu0
w0

(E)(Rn), Ḃu1
w1

(E)(Rn))θ,u,(0,∞) = Ḃu
w(E)(Rn)

(Bu0
w0

(E)(Rn), Bu1
w1

(E)(Rn))θ,u,[1,∞) = Bu
w(E)(Rn).

が成り立つ。
3線形の場合には問題はない。劣線形の場合については後述する。
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4 補間定理の証明と分解条件
Bu

w(E)のノルムは, Lorentz空間のノルムと同じ形をしているため, その補間空間の証明は似た
ようなものになることが期待されるが, Lorentz空間の場合にはK関数が具体的に計算されるもの
の, 我々の場合にはもっと一般的な形でもあり, その手法は使えない。今回我々は, K関数の定義
に戻り,

K(t, f ; (A0, A1)) = inf
f=f0+f1

(∥f0∥A0 + t∥f1∥A1)

∼
(∫ ∞

0

(
w0(r)∥f0∥E(Q)

)u0 dr

r

)1/u0

+ t

(∫ ∞

0

(
w1(r)∥f1∥E(Q)

)u1 dr

r

)1/u1

を直接計算で評価した。それ自体には大きな問題はないのだが, その段階で大きな問題点が浮上
した。

問題点 8 任意の (または充分たくさんの) f ∈ Ḃu
w(E)(Rn)に対して

f = f0 + f1, fi ∈ Ḃui
wi

(E)(Rn), (i = 0, 1)

と分解できるか？言い換えれば

Ḃu
w(E)(Rn) ⊂ Ḃu0

w0
(E)(Rn) + Ḃu1

w1
(E)(Rn) が成り立つか？

我々はセミノルム空間 E に次の条件が成り立てばこの問題が解決することを示した。

命題 9 (分解条件) f ∈ EQ(Rn) および r > 0 に対し, f = f r
0 + f r

1 という分解で

∥f r
0∥E(Qt) ≤

{
CE∥f∥E(Qt) (0 < t < r),

CE∥f∥E(Qar) (r ≤ t < ∞),

∥f r
1∥E(Qt) ≤

{
0 (0 < t < cr),

CE∥f∥E(Qbt) (cr ≤ t < ∞),

（CE, a, b, c は r, t, f によらない）となるものが常にとれるならば, f ∈ Ḃu
w(E)(Rn)に対して

f = f0 + f1, fi ∈ Ḃu0
w0

(E)(Rn)

と分解できる。すなわち Ḃu
w(E)(Rn) ⊂ Ḃu0

w0
(E)(Rn) + Ḃu0

w0
(E)(Rn) となる。

この条件は多くのケースに有効である。たとえば Lattice 条件を持つようなセミノルム空間 (Lp,

Orlicz, Lorentz, Morrey 空間), またLatticeではないが Campanato空間 Lp,λ でもこの分解条件が
成り立つことがわかる。
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5 有界性定理について
そもそも補間理論は, 有界性定理を示すことがその主たる目的である。作用素 T が線形のとき
にはその証明は容易である。しかしそれより弱い劣加法性

|T (f + g)(x)| ≤ |Tf(x)| + |Tg(x)|

だけを仮定して有界性定理を証明するのは困難である。そこで我々はさらに次の条件をつけた。

|Tf(x) − Tg(x)| ≤ C|T (f − g)(x)| (C > 0 は f , gに依らない定数)

ここまで条件を付ければ有界性定理が証明できる 4。実際、実解析でよく扱う多くの劣線形作用素
はこの条件を満たす。

6 応用例
我々の補間定理によって新しく得られた評価を挙げる。

例 10 Hardy-Littlewood / Fractional Maximal Operators

Mαf(x) = sup
Q∋x

1

|Q|1−α/n

∫

Q

|f(y)| dy (α ∈ [0, n))

は µ = λ + α, q ≤ (λ/µ)p, σ + λ + α ≤ 0 のとき

Bσ(Lp,λ)(Rn) −→ Bσ(Lq,µ)(Rn) Bσ(L1,λ)(Rn) −→ Bσ(WLq,µ)(Rn)

(1 < p < ∞)という有界性を持つ ([5]）。これに我々の補間定理を適用すると p, q ∈ [1,∞),

λ ∈ [−n/p, 0), µ ∈ [−n/q, 0), u ∈ (0, ∞] のときに

Bu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Bu

w(Lq,µ)(Rn) Bu
w(L1,λ)(Rn) −→ Bu

w(WLq,µ)(Rn)

(1 < p < ∞) という有界性を得る。

例 11 Singular / Fractional Integral Operators

TΩf(x) = p.v.

∫

Rn

Ω(x − y)

|x − y|n f(y) dy (Calderón Zygmund 作用素)

IΩ,αf(x) =

∫

Rn

Ω(x − y)

|x − y|n−α
f(y) dy (rough kernel)

に対して同様に Komori-Furuyaらの評価 ([5])をこの定理で補間することによって

Bu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Bu

w(Lq,µ)(Rn) Bu
w(L1,λ)(Rn) −→ Bu

w(WLq,µ)(Rn)

(1 < p < ∞)という有界性を得る。
4劣加法的な作用素についてこの条件をつければ有界性が証明できることをはっきり書いた欧文の文献が見当たら

ないが, 本講演のあと色々な議論を通じてこの条件をつけることはすでに知られたことであることがわかった。

7



特に, λ = −n/pとおけば, Burenkov‐ Nursultanov [2]によるこれらの作用素に対するLocal Morrey

type spacesにおける有界性 LMpu,w̃(Rn) −→ LMqu,w̃(Rn) を得る。

例 12 (Singular integral operators with cancellation property)

Tf(x) = lim
η→0

∫

|x−y|≥η

K(x, y)f(y) dy

|K(x, y)| ≤ C

|x − y|n
∫

r≤|x−y|<R

K(x, y) dy =

∫

r≤|x−y|<R

K(y, x) dy = 0

(Kernel についての条件は省略）の形の作用素についても同様な議論で

Bu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Bu

w(Lq,µ)(Rn) Ḃu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Ḃu

w(Lq,µ)(Rn)

という形の有界性を得る。

例 13 Modified fractional integral operators

Ĩαf(x) =

∫

Rn

f(y)

(
1

|x − y|n−α
x − 1 − χ1(y)

|y|n−α

)
dy. α ∈ (0, n)

についても, Matsuoka-Nakai[4]の結果を補間することによって

Bu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Bu

w(Lq,µ)(Rn) Ḃu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Ḃu

w(Lq,µ)(Rn)

その特殊なケースとして

Bu
w(BMO)(Rn) −→ Bu

w(Lipα)(Rn) Ḃu
w(Lipβ)(Rn) −→ Ḃu

w(Lipγ)(Rn)

という有界性を得る。
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関数空間上の全射等距離写像の構造

新潟大学自然科学系　　三浦　毅 (Takeshi Miura)

X をコンパクトHausdorff空間とし，C(X)によりX 上で定義された複素数値連続関数全体か
らなる各点での演算と最大値ノルム ∥ · ∥∞に関する複素Banach空間を表す．（線形とは限らない）
写像 S : C(X) → C(Y )が等距離写像であるとは

∥S(f) − S(g)∥∞ = ∥f − g∥∞ (f, g ∈ C(X))

が成り立つことである．Banach-Stoneの定理として知られている次の結果は，X, Y ともに距離空
間である場合をBanach [2]が，またX, Y が一般のコンパクトHausdorff空間である場合を Stone

[12]がそれぞれ示しているが，Banach [2], Stone [12]ともに複素数値関数ではなく実数値関数を
考えている．

定理 1 (Banach-Stoneの定理) S : C(X) → C(Y )が全射複素線形等距離写像ならば，同相写像
ϕ : Y → Xおよび連続関数 α : Y → {z ∈ C : |z| = 1}が存在して

S(f)(y) = α(y)f(ϕ(y)) (f ∈ C(X), y ∈ Y )

が成り立つ．

等距離写像は線形ノルム空間の間に自然な形で定義される．Banach-Stoneの定理は様々な方
向に拡張されている．たとえば関数環の間の全射複素線形等距離写像はNagasawa [11]および de

Leeuw, Rudin and Wermer [4]により独立に研究されている．等距離写像は，関数環のように積の
構造が定義されていなくとも意味をもつので，C(X)のある種の線形部分空間の間に等距離写像
を考え，その構造を調べる問題は自然である．Araujo and Font [1]は局所コンパクトHausdorff空
間Kに対して，C0(K)のある種の線形部分空間の間の全射複素線形等距離写像の形を決定してい
る．ここではAraujo and Fontの結果の特別な場合を述べることにする．C(X)のノルム空間とし
ての部分空間Aが定数関数を含み，さらにXの点を分離するとき，Aを（X上の）関数空間と呼
ぶ．A∗

1をAの双対空間A∗の単位球とし，∗-弱位相を与える．A∗
1の端点全体の集合をE(A∗

1)で表
し，δxを点値汎関数とする；つまり f ∈ Aに対して δx(f) = f(x)である．このとき

Ch(A) = {x ∈ X : δx ∈ E(A∗
1)}

と定義し，これをAのChoquet境界と呼ぶ．このときAraujo and Font [1]の結果から次が分かる．

定理 2 (Aarujo and Font) A,Bを関数空間とする．S : A → Bを全射複素線形等距離写像なら
ば，同相写像 ϕ : Ch(B) → Ch(A)および連続関数 α : Ch(B) → {z ∈ C : |z| = 1}が存在して

S(f)(y) = α(y)f(ϕ(y)) (f ∈ A, y ∈ Ch(B))

が成り立つ．
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ところで等距離写像の複素線形性は不自然，あるいは技巧的な仮定に思われる．実際，Banach

[2]で示されているように，ノルム空間の間の全射等距離写像は本質的に実線形である．この結果
はMazur-Ulamの定理 [8]として知られている．Väisälä [13]はMazur-Ulamの定理の簡単な証明
を与えている．

定理 3 (Mazur-Ulamの定理) M, N を（完備とは限らない）線形ノルム空間とする．全射等距
離写像 S : M → N に対して，S − S(0)は実線形である．

S が全射等距離写像ならば，S − S(0)も全射等距離写像であることは明らかである．よって
Mazur-Ulamの定理より S − S(0)は全射実線形等距離写像となる．したがって全射実線形等距離
写像の構造を解明すれば，全射等距離写像が分かったことになる．その重要性にも関わらず実線
形等距離写像に関する研究は多くはないが，たとえばEllis [3]は関数環から一様閉である関数空間
への全射実線形等距離写像の構造を解明している．またM. [9], Hatori and M. [6]は，単位元の存
在を仮定せずに，関数環の間の全射等距離写像の形を決定している．この結果はKoshimizu, M.,

Takagi and Takahasi [7]によって拡張されている．複素線形ではない実線形等距離写像の例として

S(f)(y) =





α(y)f(ϕ(y)) y ∈ K

α(y)f(ϕ(y)) y ∈ Ch(B) \ K
(f ∈ A) (1)

の形のものが考えられる．実際，関数環の間の全射実線形等距離写像はこの形のものに限られる
ことが [9]において示されている．ただしK は Ch(B)の開かつ閉集合である．Araujo and Font

[1]の実線形版を考えたとき，等距離写像は上の形のものに限られるとも予想されるが，この形で
は表すことの出来ない全射実線形等距離写像の例が [7]において与えられている．そこで (1)の形
を全射実線形等距離写像の標準形と呼ぶことにすれば，まずは等距離写像が標準形となるための
条件を調べる必要がある．

定義 1 関数空間の間の全射実線形等距離写像 S : A → Bに対して

S∗(η)(f) = Re η(S(f)) − iRe η(S(if)) (η ∈ B∗, f ∈ A)

により S∗ : B∗ → A∗を定める．このとき S∗は全射実線形等距離写像であることが分かる．

補題 4 各 y ∈ Ch(B)に対して

S∗(δy) = α1δx1 , S∗(iδy) = αiδxi

をみたす α1, αi ∈ Tおよび x1, xi ∈ Ch(A)が一意に存在する．ただし T = {z ∈ C : |z| = 1}で
ある．

証明 S∗は全射等距離写像であるからS∗(B∗
1) = A∗

1である．またS∗は実線形なので中点は保存され
る．よって S∗(E(B∗

1)) ⊂ E(A∗
1)となる．(S∗)−1に同様の議論を適用して (S∗)−1(E(A∗

1)) ⊂ E(B∗
1)，

つまり S∗(E(B∗
1)) = E(A∗

1)を得る．これより S∗は端点を端点に写すので，y ∈ Ch(B)に対して
S∗(δy) = α1δx1 をみたす α1 ∈ Tおよび x1 ∈ Ch(A)が存在する．Aが定数を含みXの点を分離す
ることから α1 ∈ T, x1 ∈ Ch(A)の一意性が示される．同様にして S∗(iδy) = αiδxi

をみたす αi ∈ T
および xi ∈ Ch(A)が一意に存在することも示される．
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補題 5 αi = ±iα1

証明 y ∈ Ch(B)とする．
1 + i√

2
δy ∈ E(B∗

1)であるから，S∗

(
1 + i√

2
δy

)
= βδxをみたす β ∈ Tお

よび x ∈ Ch(A)が存在する．S∗は実線形なので

√
2 βδx = S∗(δy) + S∗(iδy) = α1δx1 + αiδxi

Aは 1を含むので
√

2 β = α1 + αiであるから，両辺の絶対値を考えて |1 + α1αi| =
√

2を得る．
|α1αi| = 1なので α1αi = ±iでなければならない．よって αi = ±iα1である．

α1, αiは y ∈ Ch(B)に対して一意に定まり，αi = ±iα1をみたす．そこでK = {y ∈ Ch(B) :

αi = iα1}とおけば

S∗(δy) = α1δx1 , S∗(iδy) =





iα1δxi
y ∈ K

−iα1δxi
y ∈ Ch(B) \ K

が成り立つ．すべての y ∈ Ch(B)に対して x1 = xiと仮定する．ここで y ∈ Ch(B)のとき

Re α1f(x1) = Re α1δx1(f) = Re S∗(δy)(f) = Re δy(S(f)) = Re S(f)(y),

−Im α1f(x1) = Re iα1δx1(f) = Re S∗(iδy)(f) = Re iδy(S(f)) = −Im S(f)(y)

である．よって S(f)(y) = α1f(x1)を得る．同様にして y ∈ Ch(B) \ Kのとき S(f)(y) = α1f(x1)

となることが分かる．つまりすべての y ∈ Ch(B)に対して x1 = xiならば，全射実線形等距離写
像 Sは標準形であることが示された．逆に等距離写像 Sが標準形であれば，すべての y ∈ Ch(B)

に対して x1 = xiが成り立つことも分かる．しかし [7]で与えられた例のように，標準形でない全
射実線形等距離写像も存在する．そのような等距離写像は一般にどのように記述されるのかを今
後解明したい．
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A generalization of the Mazur-Ulam theorem for
gyrovector spaces

新潟大学自然科学研究科　　阿部　敏一 (Toshikazu Abe)

ニュートン力学力学では速度全体の集合は３次元ユークリッド空間R3に対応し、和について群
を成す。一方、特殊相対論での速度全体の集合（但し、光と同じ速さ cを持つものは除く）は３次
元ユークリッド空間上の半径 cの開球R3

c = {u ∈ R3 : ∥u∥ < c}に対応し、特殊相対論における速
度の和の演算⊕Eは可換ではなく、結合法則も満たさない。したがって、(R3

c ,⊕E)は（可換）群で
はない。しかし、(R3

c ,⊕E)は（gyrocommutative ）gyrogroupと呼ばれる構造を持っていることが
わかっている。（Gyrocommutative ）gyrogroupは (可換)群を一般化したものである。A. Ungar

はさらに gyrovector spaceという概念を提唱した。Gyrovector spaceは”和”が gyrocommutative

gyrogroupであるような（必ずしも可換群である必要はない）実内積空間に対応する概念である。
Gyrovector空間は実内積空間の一般化であり、実内積空間と似た様々な構造を持つ。先に挙げた
特殊相対論での速度全体の集合も自然に gyrovector spaceの構造を持つ。

Mazur-Ulamの定理は実ノルム空間から実ノルム空間への全射等距離写像は自動的にその代数
構造を保存するということを主張している。そこで、まずは gyrovector spaceと実ノルム空間を
同時に扱えるように新たな空間”GGV space”を定義する。そして、GGV space上でMazur-Ulam

の定理と同様の結果が得られる事について述べる。この結果はオリジナルのMazur-Ulamの定理
の一般化となっている。

1 GGV space

GGV spaceについて定義する前にまず [1]に基づいて (gyrocommutative )gyrogroupの定義を確
認しておく。

定義. [1] 空でない集合Gとその上の二項演算⊕の組 (G,⊕)が次の性質を満たすとき gyrogroup

であるという。

(G1) 次を満たす 0 ∈ G（左側単位元）が存在する。すなわち、
0 ⊕ a = 0 ∀a ∈ G.

(G2) (G1)を満たす 0∈Gのうち、任意の a∈Gに対して次を満たす⊖a（aの左側逆元）が存在す
るものがある。
⊖a ⊕ a = 0.

(G3) 任意の a, b, c∈Gに対して、次を満たす gyr[a, b]c∈Gが一意に存在する。
a ⊕ (b ⊕ c) = (a ⊕ b) ⊕ gyr[a, b]c.
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(G4) 任意の a, b∈Gに対して、c 7→ gyr[a, b]cによって定まる写像 gyr[a, b] : G → GはG上の全
単射で演算⊕Eを保存する。すなわち、
gyr[a, b](x ⊕ y) = gyr[a, b]x ⊕ gyr[a, b]y ∀x,y ∈ G.

(G5) 任意の a, b∈Gに対して次が成立する。
gyr[a⊕b, b] = gyr[a, b].

群の記法に習い、a ⊕ (⊖b)を a ⊖ bと表す。

定義. [1] Gyrogroup (G,⊕)が任意の a, b∈Gに対して次を満たすとき gyrocommutativeであると
いう。

(G6) a ⊕ b = gyr[a, b](b ⊕ a)

GGV spaceについて定義する。

定義. Gyrocommutative gyroroup (G,⊕) と写像 ⊗ : R × G → Gが次の公理を満たすとき、
(G,⊕,⊗)はGGV spaceであるという。ここで、Gは実ノルム空間 (V, ∥ · ∥)の部分集合とする。

(V0)’ ∥ gyr[u,v]a∥ = ∥a∥ ∀u,v,a ∈ G.

(V1) 1 ⊗ a = a ∀a ∈ G.

(V2) (r1 + r2) ⊗ a = (r1 ⊗ a) ⊕ (r2 ⊗ a) ∀a ∈ G, r1, r2 ∈ R.

(V3) (r1r2) ⊗ a = r1 ⊗ (r2 ⊗ a) ∀a ∈ G, r1, r2 ∈ R.

(V4)
|r| ⊗ a

∥r ⊗ a∥ =
a

∥a∥ ∀a ∈ G \ {0}, r ∈ R \ {0}.

(V5) gyr[u,v](r ⊗ a) = r ⊗ gyr[u,v]a ∀u,v,a ∈ G, r ∈ R

(V6) gyr[r1 ⊗ v, r2 ⊗ v] = idG ∀v ∈ G, r1, r2 ∈ R

(VV) ∥G∥ = {±∥a∥ ∈ R : a ∈ G} は和⊕とスカラー積⊗で一次元実線形空間をなし、以下を満
たす。

(V7) ∥r ⊗ a∥ = |r| ⊗ ∥a∥ ∀a ∈ G, r ∈ R.

(V8) ∥a ⊕ b∥ ≤ ∥a∥ ⊕ ∥b∥ ∀a, b ∈ G.

Gyrovector spaceとの差は以下の２つである。1. Gyrovector spaceは内積空間に埋め込まれて
いるのに対して、GGV spaceはノルム空間に埋め込んでいる。2. Gyrovector spaceは条件 (V0)

として gyr[u,v]が内積を保存することを要求しているのに対して、GGV spaceは条件 (V0)’とし
て gyr[u,v]がノルムを保存することを要求している。よって、全ての gyrovector spaceは明らか
にGGV spaceとなる。また、実ノルム空間 V はそれ自身の (通常の意味での)和とスカラー積に
よってGGV spaceの公理を満たすことが簡単に確認できる。以上より、GGV spaceは gyrovector

spaceと実ノルム空間両方の一般化となっている。
GGV spaceにおける”距離”と”中点”のにあたる概念”gyrometric”と”gyromidpoint”を以下のよ
うに定義する。
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定義. 以下で定義される ϱをGGV space (G,⊕,⊗)上の gyrometricという。

ϱ(a, b) = ∥a ⊖ b∥ ∀a, b ∈ G.

定義. GGV space (G,⊕,⊗)上の点a, bに対して、以下で定義されるG上の点m(a, b)をaと bの
gyromidpointという。

m(a, b) =
1

2
⊗ (a ⊕ gyr[a,⊖b]b).

上記の２つは gyrovector space上で全く同じに定義されているものである。したがって、gy-

rovector space上での概念をそのまま GGV spaceに持ち上げたものである。GGV spaceとして
特にノルム空間を考えた場合、その gyrometricは（通常の意味での）ノルムから導かれる距離、
gyromidpointは通常の意味での代数的中点と一致する。すなわち、

ϱ(a, b) = ∥a − b∥,

m(a, b) =
a + b

2

である。

2 Mazur-Ulamの定理
今回の主定理を述べる前にオリジナルのMazur-Ulamの定理について述べておく。

定理. (Mazur-Ulamの定理) T を実ノルム空間Aから実ノルム空間Bへの全射等距離写像とする。
このとき、T は中点を保存する。すなわち、

T (
a+ b

2
) =

T (a) + T (b)

2
∀a, b∈A

ここからただちに T は実線形写像 T0を用いて T = T (0) + T0と表わせることがわかる。2003年
にVäisäläはこのMazur-Ulamの定理により簡潔な証明を与えた（[4]）。この証明は、ノルム空間
上の点 xに対して、点 zを中心とした対称な点 ψz(x) = 2z − xを対応させる写像 ψzが持つ”よい
性質”を利用したものである。

3 主定理
以下が今回の主定理である。

定理. (主定理) T をGGV space G1からGGV spaceG2へ gyrometricを保存する全射とする。こ
のとき、T は gyromidpointを保存する。

特にG1,G2としてノルム空間を考えた場合が丁度オリジナルのMazur-Ulamの定理である。証
明はオリジナルのMazur-Ulamの定理のVäisäläによる証明を真似する。ノルム空間の場合の証明
で用いられた写像 ψz(x) = 2z − xに対応するものとして、GGV space上の写像 ϕz(x) = 2z ⊖ x

を用いる。この ϕzもまた”よい性質”を持つ。
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系. T をGGV space G1からGGV space G2への gyrometricを保存する全射とする。T は次の性
質を満たす T0を用いて T = T (0)⊕T0で表せる。

T0(a ⊕ b) = T0(a)⊕T0(b) ∀a, b ∈ G1

T0(α⊗ a) = α⊗T0(a) ∀a ∈ G1, α ∈ R
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無限グラフ上の合成作用素について

島根大学総合理工学部　　瀬戸　道生 (Michio Seto)

1 準備
G を高々可算個の頂点をもつグラフとする．以下，G の頂点の集合を V = V (G)，辺の集合を

E = E(G) と表す．また G には次の６条件を仮定する．

1. 局所有限（各頂点から出ている辺の数が有限）

2. 無向

3. ループ無し

4. 連結（任意の二頂点を有限本の辺で結ぶことが可能）

5. 原点とよばれる頂点 0G が存在する．

6. G には次の (a), (b), (c) を満たす重み関数が備えられている．

(a) Cxy > 0 ({x, y} ∈ E),

(b) Cxy = 0 ({x, y} ̸∈ E),

(c) Cxy = Cyx.

このようなグラフは重み付きグラフ，またはネットワークとよばれる．

定義 1.1. G1 と G2 を重み付きグラフとする．V1 = V (G1) から V2 = V (G2) への写像 φ が
Cxy ≤ Cφ(x)φ(y) (x, y ∈ V1) を満たすとき，φ を準同型写像とよぶ．さらに，φ が全単射かつ φ−1

もまた準同型であるとき，φ は同型写像とよばれる．

ここでは単射準同型写像を函数解析学的に調べて得られた結果を報告する．グラフ理論の中で
もグラフ準同型写像はまだあまり研究されていないようであるが，函数解析的にはいくつかの研
究テーマが埋蔵されているように思う．例えば，重みが {0, 1} から値をとるとき，グラフ上の正
則関数は考えづらいが（調和関数ならばある），準同型写像の定義は「近傍＝辺」という同一視の
下で開写像定理とみなすことが出来るので，準同型写像を正則写像と考えることができる．函数
解析関連でグラフ準同型写像を扱っているものとしては，Jorgensen-Pearse [2] がある．
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2 ヒルベルト空間 HG

V 上の実数値関数 u, v に対し，E(u, v) を次のように定める．

E(u, v) =
1

2

∑

x,y∈V

Cxy(u(x) − u(y))(v(x) − v(y)).

定理 2.1.

HG = {u : E(u, u) < +∞ and u(0G) = 0} and ∥u∥2
HG

= E(u, u).

と定めると HG は再生核ヒルベルト空間である．

kx により HG の頂点 x に対する再生核を表す．すなわち，

⟨u, kx⟩HG
= u(x) (u ∈ HG)

が成り立つ．この再生核ヒルベルト空間 HG とフレームの理論との関連をここで述べておこう．
fxy =

√
Cxy(kx − ky) (x, y ∈ V ) とおき，non-zero な fxy の全体を F とおく．ただし，fxy, fyx の

どちらか一方は F から除くことにする．任意の u ∈ HG に対し，

∥u∥2
HG

=
1

2

∑

x,y∈V

Cxy|u(x) − u(y)|2 =
∑

fxy∈F

|⟨u, fxy⟩HG
|2 (1)

が成り立つが，これは F が tight であることを意味する．ここで用いる用語については Chris-

tensen [1] の Chapter 5 を参考にした．同じく [1] の Theorem 5.1.6 により，任意の u ∈ HG は次
のように展開される．

u =
∑

fxy∈F

⟨u, fxy⟩HG
fxy （ノルム位相で無条件収束）

特に，デルタ関数 δx は

δx =
∑

y:fxy∈F

⟨δx, fxy⟩HG
fxy =

∑

y:{x,y}∈E

Cxy(kx − ky)

と展開される（G から定まるラプラス作用素を ∆ とするとき，これは ∆kx = δx と同じ式であ
る）．このように HG を扱う際は，正規直交基底よりも，再生核，さらにはフレームを扱った方
が自然である．

3 合成作用素
G1 と G2 を重み付きグラフとし，φ : G1 → G2 を準同型写像とする．ただし，原点を保存する
ことを仮定する．すなわち，φ(0G1) = 0G2 を仮定する．このとき，Cφu = u ◦ φ (u ∈ HG2) によ
り線型作用素 Cφ : HG2 → HG1 が定まる．
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定理 3.1. φ : G1 → G2 が単射ならば ∥Cφ∥ ≤ 1.

定理 3.2. φ : G1 → G2 を単射準同型写像とする．このとき，Cφ が等距離写像であることと φ が
同型写像であることは同値である．さらに，このとき CφC

∗
φ = IHG1

が成り立つ．

先に定めたフレームを使うと C∗
φ を次のように表現できる．

定理 3.3. φ : G1 → G2 を単射準同型写像とする．このとき，

C∗
φu =

∑

{x1,y1}:fx1y1∈F1

√
Cx1y1

Cφ(x1)φ(y1)

⟨u, fx1y1⟩HG1
fφ(x1)φ(y1) (u ∈ HG1)

が成り立つ．

4 de Branges-Rovnyak spaces

ここでは Sarason [3] の記号を用いる．φ : G1 → G2 を単射準同型写像とする（ただし，同型写
像は除く）．C∗

φ の値域上に次の内積を入れる．

⟨C∗
φu,C

∗
φv⟩M(C∗

φ) = ⟨P(ker C∗
φ)⊥u, P(ker C∗

φ)⊥v⟩HG1
(u, v ∈ HG1).

ここで P(ker C∗
φ)⊥ は kerC∗

φ の（HG1 の内積に関する) 直交補空間上への射影である．このとき，
ヒルベルト空間 (ranC∗

φ, ⟨·, ·⟩M(C∗
φ)) をM(C∗

φ) と表すことにする．同様に H(C∗
φ) = M((IHG2

−
C∗

φCφ)1/2) を定める．さらに，M(Cφ), H(Cφ) も同様である．

定義 4.1. 単射準同型写像 φ : G1 → G2 に対し，

E(φ(G1)) = {{φ(x1), φ(y1)} ∈ E2 : x1, y1 ∈ V1},
φ(G1) = (φ(V1), E(φ(G1))),

DφE1 = {{x1, y1} ∈ E1 : Cx1y1 < Cφ(x1)φ(y1)}.

と定める．

定理 4.1. φ : G1 → G2 を単射準同型写像とする．もし |DφE1| と |E2 \ E(φ(G1))| がともに有限
ならば

H(C∗
φ) = span{kφ(x1) − kφ(y1) : {x1, y1} ∈ DφE1} + span{kx2 − ky2 : {x2, y2} ∈ E2 \ E(φ(G1))}.

一般の de Branges-Rovnyak 空間論により，HG2 を次のように分解することができる：

HG2 = M(C∗
φ) + H(C∗

φ), ∥u∥2
HG2

= min{∥v∥2
M(C∗

φ) + ∥w∥2
H(C∗

φ) : u = v + w}.

この和は直和ではないことに注意する．M(C∗
φ) ∩ H(C∗

φ) は overlapping space とよばれることが
ある．
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系 4.1. φ : G1 → G2 を単射準同型写像とする．もし |DφE1| と |E2 \ E(φ(G1))| がともに有限な
らば

span{kφ(x1) − kφ(y1) : {x1, y1} ∈ DφE1} ⊆ M(C∗
φ) ∩ H(C∗

φ).

系 4.2. φ : G1 → G2 を単射準同型写像とする．G2 = φ(G1) かつ |DφE1| が有限ならば

H(Cφ) ⊆ span{kx1 − ky1 : {x, y} ∈ DφE1} + kerC∗
φ.

命題 4.1. dim H(C∗
φ) と dim H(Cφ) がともに有限ならば，Cφ はフレドホルム作用素である．

命題 4.1 をもとにして，単射準同型写像に対する一つのクラスを次のように定める．

定義 4.2. φ : G1 → G2 を単射準同型写像とする．dim H(C∗
φ) と dim H(Cφ) がともに有限である

とき，φ を有限型とよぶ．

補題 4.1. φ : G1 → G2 と ψ : G2 → G3 が有限型ならば ψ ◦ φ : G1 → G3 も有限型．

indA を A のフレドホルム指数とする．

定理 4.2. φ が有限型かつ kerC∗
φ と kerCφ の内一方が自明ならば

indCφ = dim H(C∗
φ) − dim H(Cφ) =

{
dim kerCφ if kerC∗

φ = {0}
− dim kerC∗

φ if kerCφ = {0}.
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WEIGHTED COMPOSITION OPERATORS WHOSE
RANGES CONTAIN THE DISK ALGEBRA

　　　　　　泉池　敬司　　　新潟大学・自然科学系・フェロー

1. Introduction

Let H(D) be the family of all analytic functions on the open unit disk
D. Let S(D) be the set of analytic self-maps of D. For φ ∈ S(D) and
u ∈ H(D), we have the weighted composition operator MuCφ on H(D)
defined by MuCφf = u · (f ◦ φ) for every f ∈ H(D). For u ∈ H(D),
let Z(u) = {z ∈ D : u(z) = 0}. We denote by Aut(D) the set of
automorphisms of D. Let A(D) be the disk algebra, that is, A(D) is the
space of analytic functions on D which may be extended continuously
on D. For a sequence {zn}n≥1 in D satisfying

∑∞
n=1(1 − |zn|) < ∞, the

function

b(z) =
∞∏

n=1

−zn

|zn|
z − zn

1 − znz
, z ∈ D

is called the Blaschke product with zeros {zn}n≥1. If {zn}n≥1 is a
finite set, then b is called a finite Blaschke product. It is known that
φ ∈ Aut(D) if and only if

φ(z) = eiθ z − α

1 − αz
, z ∈ D

for some α ∈ D and θ ∈ R (see [2, 3]). We denote by φ−1 ∈ Aut(D)
the inverse of φ.

For φ ∈ S(D) satisfying φ ∈ Aut(D), we have A(D) ⊂ H(D) =
Cφ(H(D)). For φ /∈ Aut(D) and u ∈ H(D), one may guess that

(MuCφ)(H(D)) ∩ A(D) is a fairly small subset of A(D). In this paper,
we shall study weighted composition operators for which the union set
of the ranges of these operators contains the disk algebra A(D).

2. Ranges of composition operators

Let φ ∈ S(D) satisfying φ /∈ Aut(D). Under the condition that
z ∈ Cφ(H(D)), we shall study a function f in A(D) such that f /∈
Cφ(H(D)).

Theorem 2.1. Let φ ∈ S(D) satisfy φ /∈ Aut(D). If z ∈ Cφ(H(D)),
then 1/(z − α) /∈ Cφ(H(D)) for some α ∈ C with |α| > 1.
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Proof. By the assumption, there is g ∈ H(D) such that g(φ(z)) = z
for every z ∈ D. Then φ is a univalent function. If φ(D) = D, then
φ ∈ Aut(D), so we have φ(D) ⫋ D. Then there is a sequence {zn}n in
D such that φ(zn) → a ∈ D∩∂φ(D) as n → ∞. We note that |zn| → 1.
So we may assume that zn → λ for some λ ∈ ∂D. Then

g(a) = lim
n→∞

g(φ(zn)) = lim
n→∞

zn = λ.

Hence |g(a)| = 1. By the maximal modulus principle, we have g(D) ̸⊂
D. Then there is c ∈ D such that |g(c)| > 1.

Assume that there is h ∈ H(D) such that h(φ(z)) = 1/(z − g(c)).
We have

1

z − g(c)
=

1

g(φ(z)) − g(c)
=

( 1

g(z) − g(c)

)
(φ(z)).

Hence
1

g(z) − g(c)
= h(z)

for every z ∈ φ(D), so (g − g(c))h = 1 on φ(D). Since (g − g(c))h ∈
H(D), by the uniqueness theorem we have (g − g(c))h = 1 on D. Since
c ∈ D, 0 = (g(c) − g(c))h(c) = 1. This is a contradiction.

Put α = g(c). Then |α| > 1 and 1/(z − α) /∈ Cφ(H(D)). □

3. Ranges of weighted composition operators

Theorem 3.1. Let φ1, φ2, · · · , φk ∈ S(D) and u1, u2, · · · , uk be nonzero
functions in H(D). If

A(D) ⊂
k∪

j=1

(Muj
Cφj

)(H(D)),

then there is j0 with 1 ≤ j0 ≤ k such that φj0 ∈ Aut(D) and Z(uj0) = ∅.
Proof. Let Σ0 = {1, 2, · · · , k},

Σ1 =
{
j ∈ Σ0 : Z(uj) ̸= ∅

}
,

Σ2 =
{
j ∈ Σ0 : φj is constant

}
,

Σ3 =
{
j ∈ Σ0 : φj is neither constant nor a finite

Blaschke product
}
,

and

Σ4 =
{
j ∈ Σ0 : φj is a finite Blaschke product

and φj /∈ Aut(D)
}
.
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Note that some of Σi may be empty. To prove our assertion, suppose
that either φj /∈ Aut(D) or Z(uj) ̸= ∅ for any j ∈ Σ0. Then we

have Σ0 =
∪4

i=1 Σi. We shall find a function F ∈ A(D) such that
F ̸= Mui

Cφi
g for any i ∈ Σ0 and any g ∈ H(D).

For each j ∈ Σ1, there is ζj ∈ D such that

(3.1) uj(ζj) = 0.

Associated with the set Σ3, we shall define a function p3 ∈ A(D).
First, suppose that Σ3 ̸= ∅. For each j ∈ Σ3, there is a sequence
{zj,n}n≥1 in D such that

(3.2) zj,n → λj as n → ∞ for some λj ∈ ∂D,

(3.3) φj(zj,n) → αj as n → ∞ for some αj ∈ D
and

(3.4) φj(zj,n) ̸= φj(zj,m) for every n ̸= m.

By (3.2), we may assume that
∑∞

n=1(1 − |zj,n|) < ∞. Since ui is a
nonzero function, moreover we may assume that

(3.5) ui(zj,n) ̸= 0 for every i ∈ Σ0 and n ≥ 1.

Let bj be the Blaschke product with zeros {zj,n}n≥1. Let

(3.6) p3(z) =
∏

j∈Σ3

bj(z)(z − λj).

Then by (3.2), p3 ∈ A(D) (see [3, p. 84]). By (3.1) and (3.5), we have
that

(3.7) p3(ζi) ̸= 0 for every i ∈ Σ1.

If Σ3 = ∅, then let p3 = 1.
Associated with the set Σ4, we shall define a function q4 ∈ A(D).

Suppose that Σ4 ̸= ∅. For each j ∈ Σ4, it is not difficult to find some
γj and ξj in D such that γj ̸= ξj,

(3.8) φj(γj) = φj(ξj)

and

(3.9) ui(γj)ui(ξj) ̸= 0 for every i ∈ Σ0.

Moreover we may assume that

(3.10) p3(ξj) ̸= 0

and {γj, ξj : j ∈ Σ4} is a set of distinct points. Let

(3.11) q4(z) =
∏

j∈Σ4

(z − γj).
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Then q4 ∈ A(D) and

(3.12) q4(ξj) ̸= 0 for every j ∈ Σ4.

If Σ4 = ∅, then let q4 = 1.
Finally, we may take h2 ∈ A(D) such that

(3.13) Z(h2) = ∅
and

(3.14) h2p3q4 ̸= cui for any i ∈ Σ2 and any c ∈ C.

Then let F = h2p3q4 ∈ A(D).
By the assumption, there exist j ∈ Σ0 and g ∈ H(D) such that

(3.15) Muj
Cφj

g = F = h2p3q4, z ∈ D.

Since h2p3q4 ̸= 0, we have g ̸= 0. To lead a contradiction, we consider
it to divide four cases.

Case 1. Suppose that j ∈ Σ1. By (3.1) and (3.15), we have

h2(ζj)p3(ζj)q4(ζj) = uj(ζj)g(φj(ζj)) = 0.

By (3.7) and (3.13), we have q4(ζj) = 0. Hence by (3.11), ζj = γi for
some i ∈ Σ4. By (3.1) and (3.9), 0 = uj(ζj) = uj(γi) ̸= 0. This is a
contradiction.

Case 2. Suppose that j ∈ Σ2. Let φj(z) = a ∈ D. Then by (3.15)
we have g(a)uj = h2p3q4. This contradicts with (3.14).

Case 3. Suppose that j ∈ Σ3. Since bj(zj,n) = 0, by (3.6) we have
that p3(zj,n) = 0 for every n ≥ 1. Hence by (3.15), uj(zj,n)g(φj(zj,n)) =
0 for every n ≥ 1. By (3.5), we have uj(zj,n) ̸= 0. Hence g(φj(zj,n)) = 0.
Since (3.3) and (3.4) hold, by the uniqueness theorem we have g = 0.
But this is a contradiction.

Case 4. Suppose that j ∈ Σ4. By (3.11) and (3.15), uj(γj)g(φj(γj)) =
0. By (3.9), we have uj(γj) ̸= 0. Hence we have g(φj(γj)) = 0. There-
fore by (3.8), g(φj(ξj)) = 0. By (3.15), we have h2(ξj)p3(ξj)q4(ξj) = 0.
But by (3.10), (3.12) and (3.13), h2(ξj)p3(ξj)q4(ξj) ̸= 0. This is a
contradiction.

As a result, we get the assertion. □

By Theorem 3.1, if A(D) ⊂ ∪k
j=1(Muj

Cφj
)(H(D)), then φj ∈ Aut(D)

for some j. One may ask that the same conclusion holds if we replace
the union sign by the sum sign. We have the following counter-example.
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Example 3.2. Let φ1 = φ2 = z2, u1 = 1 and u2 = z. Then φ1, φ2 /∈
Aut(D). For f ∈ A(D), we may write

f =
∞∑

n=0

a2nz2n +
∞∑

n=0

a2n+1z
2n+1.

Put f1 =
∑∞

n=0 a2nzn and f2 =
∑∞

n=0 a2n+1z
n. Then f1, f2 ∈ H(D).

We have f = f1(z
2) + zf2(z

2). Hence

A(D) ⊂ (Mu1Cφ1)(H(D)) + (Mu2Cφ2)(H(D)).

□
Since Cφ(A(D)) = A(D) for every φ ∈ Aut(D), the following is a

direct corollary of Theorem 3.1.

Corollary 3.3. Let X be a subset of H(D), φ ∈ S(D) and u ∈ H(D).
If A(D) ⊂ (MuCφ)(X), then φ ∈ Aut(D), Z(u) = ∅ and A(D) ⊂
(u ◦ φ−1)X.

Proof. By Theorem 3.1, φ ∈ Aut(D) and Z(u) = ∅. We have A(D) ⊂
u{h ◦ φ : h ∈ X}. Since A(D) is Möbius invariant, we have

A(D) = A(D) ◦ φ−1 ⊂ (u ◦ φ−1){h ◦ φ ◦ φ−1 : h ∈ X} = (u ◦ φ−1)X.

□
When u = 1 in Corollary 3.3, we get the following.

Corollary 3.4. Let X be a subset of H(D) and φ ∈ S(D). If A(D) ⊂
Cφ(X), then φ ∈ Aut(D) and A(D) ⊂ X.

One may ask also the following: If A(D) ⊂ ∪k
j=1 Cφj

(X), is A(D) ⊂
X? We have the following counter-example.

Example 3.5. Let φ1 = z2 and φ2 = z. Let

X =
(
A(D) \ {f(z2) : f ∈ A(D)}

)
∪ {f(z4) : f ∈ A(D)}.

We have X ⊂ A(D) and z2 /∈ X. Hence X ⫋ A(D). We have Cφ1(X)∪
Cφ2(X) ⊂ A(D). To show the reverse inclusion, let g ∈ A(D). If g ∈ X,
then g ∈ Cφ2(X).

Suppose that g /∈ X. Then g = h(z2) for some h ∈ A(D). If

h ∈ A(D) \ {f(z2) : f ∈ A(D)} ⊂ X,

then g = Cφ1h ∈ Cφ1(X). If h = f(z2) for some f ∈ A(D), then

g = f(z4) ∈ X. This is a contradiction. Thus we get A(D) ⊂ Cφ1(X)∪
Cφ2(X). □
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4. A generalization

Let φ1, φ2, · · · , φk, · · · ∈ S(D) and u1, u2, · · · , uk, · · · be nonzero
functions in H(D). Suppose that

A(D) ⊂
∞∪

j=1

(Muj
Cφj

)(H(D)).

The authors think that in this case there is j0 ≥ 1 such that φj0 ∈
Aut(D) and Z(uj0) = ∅, but we can not prove it. Let H∞(D) be the
space of bounded analytic functions on D. In the same way as the one
in the proof of Theorem 3.1, we may prove the following.

Theorem 4.1. Let φ1, φ2, · · · ∈ S(D) and u1, u2, · · · be nonzero func-
tions in H(D). If

H∞(D) ⊂
∞∪

j=1

(Muj
Cφj

)(H(D)),

then there is j0 ≥ 1 such that φj0 ∈ Aut(D) and Z(uj0) = ∅.
Sketch of proof. In the proof of Theorem 3.1, we may take {zj,n}n≥1, j ∈
Σ3, as

∑

j∈Σ3

∞∑

n=1

(1 − |zj,n|) < ∞

and {γj : j ∈ Σ4} as ∑

j∈Σ4

(1 − |γj|) < ∞.

Let p3, q4 be the Blaschke products with zeros {zj,n : j ∈ Σ3, n ≥ 1}
and {γj : j ∈ Σ4}, respectively. Then p3, q4(z) ∈ H∞(D) and the proof

of Theorem 3.1 works if A(D) is replaced by H∞(D). □
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SO(4)上のある写像について
(A map on SO(4))

新潟大学自然科学系（大学院自然科学研究科）　　羽鳥　理
(Osamu Hatori)

特殊直交群の上の等距離写像について [1]で調べた。4次元の場合に限って現れる写像の病理学
的な知見について述べる。まだ大切な部分が分かっていないためこの写像の存在が無限次元の場
合を含めた一般論の展開に対してどのように影響するのか？どのようなことが起こりうるのか？
は今後の課題と思われる。4次の特殊直交群は

SO(4) = {A ∈ M(4, R) : AtrA = E, det A = 1}

である。すると Lie環は
so(4) = {x ∈ M(4, R) : x + xtr = 0}

であり
SO(4) = exp so(4),

である。写像
ϕ : SO(4) → SO(4)

を
ϕ(exp x) = exp x̃, x ∈ so(4)

で定める。ただし，

so(4) ∋ x =




0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0


に対して，x̃ =




0 a b d

−a 0 c e

−b −c 0 f

−d −e −f 0


 ϕはwell definedであり，

SO(4)からそれ自身への全単射を与え次の可換図式が成り立つ。

SO(4)
ϕ−−−→ SO(4)

exp ·
x

xexp ·

so(4)
·̃−−−→ so(4)

単純な計算により xと x̃の特性多項式が一致することが分かるので，したがって x 7→ x̃は so(4)

上の線形等距離写像を与える。x 7→ x̃はMorita [4]に現れ｛複素数成分の行列を扱っている），Li

and Tsing [3]にも現れる（実数成分の場合も記述されている）。上の可換図式において ϕの
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・代数構造
・等距離性
・スペクトル保存性
に興味がもたれる。スペクトル写像定理と σ(x̃) = σ(x), x ∈ so(4)より

σ(ϕ(A)) = σ(exp x̃) = exp(σ(x̃)) = exp(σ(x)) = σ(A), A = exp x

が分かる。

問題：σ(ϕ(A)ϕ(B)) = σ(AB), A,B ∈ SO(4)?

書き直すと： σ(exp x̃ exp ỹ) = σ(exp x exp y), x, y ∈ so(4)?　が問題となる。exp x exp yの記述の
煩雑さが問題を難しくしている。Baker-Cambell-Hausdorff formulaが知られている。すなわち：
単連結 Lie群Gに対して，gをその Lie環とするとき

exp x exp y = exp BCH(x, y)

BCH(x, y) =
∑

n>0

(−1)n−1

n

∑

ri+si>0,1≤i≤n

(
∑n

i=1(ri + si))
−1

r1!s1! · · · rn!sn!
[xr1ys1 . . . xrnysn ]

である。SO(4)に対してはコンパクトな記述が知られている（[2]がオリジナルで，[1]で必要な修
正が述べられている）。
Fujii-Suzuki’s Baker-Cambell-Hausdorff formula for SO(4)

BCH(x, y) = iR∗fs(x, y)R

exp x exp y = exp iR∗fs(x, y)R

fs(x, y) =

(
X3(x, y) + Y3(x, y) Y1(x, y) − iY2(x, y) X1(x, y) − iX2(x, y) 0
Y1(x, y) + iY2(x, y) X3(x, y) − Y3(x, y) 0 X1(x, y) − iX2(x, y)
X1(x, y) + iX2(x, y) 0 −X3(x, y) + Y3(x, y) Y1(x, y) − iY2(x, y)

0 X1(x, y) + iX2(x, y) Y1(x, y) + iY2(x, y) −X3(x, y) − Y3(x, y)

)

R =
1√
2

(
1 0 0 −i
0 −i −1 0
0 −i 1 0
1 0 0 i

)
: Makhlin’s magic matrix

fs(x, y)において
X1(x, y) =α1(x, y)φ1(x) + β1(x, y)φ1(y) − γ1(x, y)(φ2(x)φ3(y) − φ3(x)φ2(y)),

X2(x, y) =α1(x, y)φ2(x) + β1(x, y)φ2(y) − γ1(x, y)(φ3(x)φ1(y) − φ1(x)φ3(y)),

X3(x, y) =α1(x, y)φ3(x) + β1(x, y)φ3(y) − γ1(x, y)(φ1(x)φ2(y) − φ2(x)φ1(y)),

Y1(x, y) =α2(x, y)ψ1(x) + β2(x, y)ψ1(y) − γ2(x, y)(ψ2(x)ψ3(y) − ψ3(x)ψ2(y)),

Y2(x, y) =α2(x, y)ψ2(x) + β2(x, y)ψ2(y) − γ2(x, y)(ψ3(x)ψ1(y) − ψ1(x)ψ3(y)),

Y3(x, y) =α2(x, y)ψ3(x) + β2(x, y)ψ3(y) − γ2(x, y)(ψ1(x)ψ2(y) − ψ2(x)ψ1(y)).

φ1(x) =
a12 + a34

2
, φ2(x) =

a13 − a24

2
, φ3(x) =

a14 + a23

2
, ψ1(x) =

a12 − a34

2
, ψ2(x) = −

a13 + a24

2
, ψ3(x) =

a14 − a23

2
.

x = x1σ1 + x2σ2 + x3σ3 = (x1, x2, x3),

Φ(x) = φ1(x)σ1 + φ2(x)σ2 + φ3(x)σ3 = (φ1(x), φ2(x), φ3(x)),

Ψ(x) = ψ1(x)σ1 + ψ2(x)σ2 + ψ3(x)σ3 = (ψ1(x), ψ2(x), ψ3(x)), σ1, σ2σ3:spin matrices of Pauli

α1(x, y) = α(Φ(x),Φ(y)), β1(x, y) = β(Φ(x),Φ(y)), γ1(x, y) = γ(Φ(x),Φ(y)),

α2(x, y) = α(Ψ(x),Ψ(y)), β2(x, y) = β(Ψ(x),Ψ(y)), γ2(x, y) = γ(Ψ(x),Ψ(y)),

α ≡ α(x, y) =
sin−1 ρ

ρ

sin |x| cos |y|
|x|

, β ≡ β(x, y) =
sin−1 ρ

ρ

cos |x| sin |y|
|y|

, γ ≡ γ(x, y) =
sin−1 ρ

ρ

sin |x| sin |y|
|x||y|

ρ ≡ ρ(x, y) =
{
sin

2 |x| cos2 |y| + sin
2 |y| −

sin2 |x| sin2 |y|
|x|2|y|2

(x · y)2 +
2 sin |x| cos |x| sin |y| cos |y|

|x||y|
(x · y)

} 1
2
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0 ≤ sin−1 ρ ≤ π, cos(sin−1 ρ) = cos |x| cos |y| − sin |x| sin |y|
|x||y| (x · y).

であることから fs(x, y)の特性多項式 Pfsは

Pfs(x,y) = t4 − 2

{
3∑

j=1

Xj(x, y)2 +
3∑

j=1

Yj(x, y)2

}
t2 +

{
3∑

j=1

Xj(x, y)2 −
3∑

j=1

Yj(x, y)2

}2

3∑

j=1

Xj(x, y)2 =
3∑

j=1

Xj(x̃, ỹ)2,
3∑

j=1

Yj(x, y)2 =
3∑

j=1

Yj(x̃, ỹ)2.

となるから
Pfs(x,y) = Pfs(x̃,ỹ)

である。したがって次が分かる。

定理 1. 任意のA,B ∈ SO(4)に対して σ(ϕ(A)ϕ(B)) = σ(AB) と s(ϕ(A) − ϕ(B)) = s(A − B)が
成り立つ。ここで s(·)は特異値を表す。したがって，ϕは任意の unitarily invariant normから導
かれる距離に関して全射等距離写像である。

Proof. fs(x̃, ỹ)の特性多項式と，fs(x, y)の特性多項式が等しいので，

σ(exp x̃ exp ỹ) = σ(exp iR∗fs(x̃, ỹ)R)

= exp i(σ(fs(x̃, ỹ))) = exp i(σ(fs(x, y))) = σ(exp x exp y)

である。すると，

s(exp x̃ − exp ỹ) = s(exp x̃ exp(−ỹ) − 1) = s(exp x exp(−y) − 1) = s(exp x − exp y)

である。 またBCH(x̃ỹ) ̸= ˜BCH(x, y)であることを用いると

定理 2. ϕはmultiplicative(ϕ(AB) = ϕ(A)ϕ(B))でもなく，anitimultiplicative(ϕ(AB) = ϕ(B)ϕ(A))

でもない。

が分かる。一方対称性を保存する写像である。

定理 3. 任意の , A, B ∈ SO(4)に対して ϕ(AB−1A) = ϕ(A)ϕ(B)−1ϕ(A)である。また，inverse

preservingなので，Jordan triple preserving（i.e., ϕ(ABA) = ϕ(A)ϕ(B)ϕ(A)）である。

証明は非可換Mazur-Ulamの定理を用いる。省略するので [1]を参照されたい。

問題 1. 以上のように ϕについて代数構造やスペクトル保存性，等距離性がわかったが，その幾何
学的な性質の本質は？
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Reducing subspaces of weighted Hardy spaces
on polydisks

札幌静修高等学校　桑原　修平 (Shuhei Kuwahara)

Stessinと Zhuは，１変数重み付き Hardy空間における重複度が２以上であるシフト作用素の
reducing subspaceを決定した [2]。[2]の結果をもとに，多変数重み付きHardy空間へ拡張した結
果の報告である [1]。

1　１変数の場合の結果
一般に，Hilbert空間H上の作用素 T と閉部分空間Mに対して，Mが T で不変であるとは，

TM ⊂ Mであることをいう。また，Mが T の reducing subspaceであるとは，Mが T で不変か
つ T ∗で不変であることをいう。

2002年の Stessinと Zhuの論文 [2]では，Hilbert空間として，単位円板上の解析関数 f(z) =∑∞
n=0 anznで

∥f∥2 =
∞∑

n=0

|an|2ωn < ∞

満たす重み付きHardy空間H2
ω(D)について考察している。ここで {ωn}は正数列であり，座標関

数 zによるかけ算作用素Mzが有界になるようにあらかじめ固定しておく。さらにここでは，固定
した自然数N > 1に対して，0 ≤ m,n ≤ N − 1が

ωm+kN

ωm

̸= ωn+kN

ωn

for ∀k > 0 (1)

を満たすような重みを考える。例えば，ωn = n+1とおけば，Dirichlet空間であり，ωn = (n+1)−1

とおけば，Bergman空間であり，この条件を満たす。定理１は [2]の結果である。

定理 1. T = MN
z のminimal reducing subspaceは，

Xn = Span{zn+kN ; k = 0, 1, 2, . . .} (n = 0, 1, 2, . . . , N − 1)

で与えられる。ここで Spanは closed linear spanの意味である。また，reducing subspaceは
Xnの直和によって生成される。

重みが条件 (1)を満たさない場合は，minimal reducing subspaceが無数に存在し，reducing sub-

spaceはそれらの直和で書かれることがわかっている [2]。
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2　主定理
２変数重み付きHardy空間について考察する。一般の多変数の場合については，２変数の場合
と同様に証明できるからである。

α = (α1, α2)は多重指数とする。多重指数の集合に対して，辞書式で順序を入れる。{ωα}は α

を添え字とする正の数の集合とする。２変数重み付き Hardy空間 H2
ω(D2)は，D2 上の解析関数

f(z) =
∑

α aαzαで

∥f∥2 =
∑

α

|aα|2ωα < ∞

を満たす関数からなる空間である。このとき，H2
ω(D2)はこのノルムにより定まる内積

⟨f, g⟩ =
∑

α

aαbαωα

により，Hilbert空間となる。ここで f(z, w) =
∑

α aα(z, w)α, g(z, w) =
∑

α bα(z, w)α ∈ H2
ω(D2)で

ある。

自然数N1 > 1, N2 > 1を固定する。本報告では，座標関数 z, wのかけ算作用素Mz,Mwに対し
て，S1 = MN1

z , S2 = MN2
w の reducing subspaceの決定について考える。まず，多重指数の集合

I = {(α1, α2); 0 ≤ α1 ≤ N1 − 1, 0 ≤ α2 ≤ N2 − 1}

を考える。この集合に同値関係∼を，(m1,m2) ∼ (n1, n2) ⇐⇒
ωm1+k1N1 m2+k2N2

ωm1 m2

=
ωn1+k1N1 n2+k2N2

ωn1 n2

for ∀k1, k2 = 0, 1, 2, . . .

で定義できる。この同値関係により Iを同値類に分類できる。
多項式 p(z, w) =

∑

(α1,α2)∈I

a(α1,α2)z
α1wα2が transparentであるとは，0でない係数 a(m1,m2), a(n1,n2)

について，(m1,m2) ∼ (n1, n2)が成り立つことをいう。

補題 2. 多項式 p(z, w)が transparentならば，pを含む最小の reducing subspaceXpは

Span{p(z, w)zk1N1wk2N2 ; k1, k2 = 0, 1, 2, . . .}

に一致する。

命題 3. X を reducing subspaceとする。X の元 g(z, w)について，g(α1,α2)(0, 0) ̸= 0を満足
する指数 (α1, α2)で最小のものを (m1,m2)とする。極値問題

sup{Ref (m1,m2)(0, 0); f ∈ X, ∥f∥ ≤ 1}

は一意解をもち，その解は多項式G(z, w) =
∑

α∈I aα(z, w)αである。
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命題 4. Xを reducing subspaceとする。命題 3における極値問題の解は transparentであ
る。

命題 5. 多項式 pが transparentであり，reducing subspaceY が Y ⊂ Xpを満たすならば，
Y = {0}または Y = Xpである。

定理 6. reducing subspaceはN1N2個を超えない transparentな多項式から生成される。
（証明の概略）Xを reducing subspaceとする。命題 3より，極値問題の解Gが存在する。命題 4

により，Gは transparentである。Gで生成される reducing subspaceXGは命題 5により，minimal

である。新たな reducing subspaceX ⊖ XGを考える。これをX1とおく。X の元 g(z, w)につい
て，g(α1,α2)(0, 0) ̸= 0を満足する指数 (α1, α2)で最小のものを (m1,m2)とする。zm1wm2 はX の
元であるが，X1 = X ⊖ XGの元でないことに注意する。X1 = X ⊖ XGの元 g(z, w)について，
g(α1,α2)(0, 0) ̸= 0を満足する指数 (α1, α2)で最小のものを (m′

1,m
′
2)としたとき，(m1,m2) < (m′

1,m
′
2)

であることがわかる。次にX1の極値問題を考え，その解をG1とする。そして，新たな reducing

subspaceX2 = X ⊖ XG1を考える。このように「極値問題の解で生成される reducing subspaceの
直交補空間を考える操作」を直交補空間が {0}になるまで繰り返す。極値問題の解が

G(z, w) =
∑

α∈I

aα(z, w)α

の形の多項式であり，

I = {(α1, α2); 0 ≤ α1 ≤ N1 − 1, 0 ≤ α2 ≤ N2 − 1}

であることから，この「操作」はN1N2回を超えないことが分かる。従ってXは

X = ⊕{XG|Gは transparentな多項式 }

とかくことができる。

系 7. MzとMwでの reducing subspaceは自明なものに限る。

例 8. M2
z とM2

wでの reducing subspaceXz−wを考える。−1 < β < ∞を満たす実数 βに対して

γn =
n!Γ(2 + β)

Γ(2 + β + n)

とおくと，重み付きBergman空間A2
β(D2)は重み

ωα1 α2 = γα1γα2

をもつ。直接計算することにより，

ω3 0

ω1 0

̸= ω2 1

ω0 1

.

であることがわかり，多重指数 (0, 1)と (1, 0)は同値でないことがわかる。従って，Xz−w = Xz ⊕Xw

と分解できる。
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関数空間 M p (p ≥ 1) における乗法的等長写像について

岩手医科大学 教養教育センター　　飯田安保 (Yasuo IIDA)　　　
　　　　　　　　　　　　　　春日一浩 (Kazuhiro KASUGA)

Abstract. [4]において、講演者は p を自然数に限定した場合で関数空間 Mp(X) における（必
ずしも線形性を仮定しない）乗法的全射等長写像の構造を決定した。この小文では（p を自然数
に限定しないで）p ≥ 1 における結果を報告する。それは [2, 3, 4]で得られている Smirnov class、
Privalov class, Mp(X) (p ∈ N)における結果とまったく同じである。

1. 準備

n ≥ 1 とする。Cn を複素 n 次元Euclid空間とし、その点を表す座標を z = (z1, . . . , zn) と書く
ことにする。unit polydisk を Un = {z ∈ Cn : |zj| < 1, 1 ≤ j ≤ n}、unit ball を Bn = {z ∈ Cn :∑n

j=1 |zj|2 < 1}とし、Tn = {z ∈ Cn : |zj| = 1, 1 ≤ j ≤ n}、Sn = {z ∈ Cn :
∑n

j=1 |zj|2 = 1}とす
る。以下、X は Un か Bn を表し、∂X は Tn か Sn を表すものとする。また ∂X 上の normalized

Lebesgue measure を dσ で表す。

X 上の正則関数 f が sup
0≤r<1

∫

∂X

log(1 + |f(rz)|) dσ(z) < ∞ を満たすとき f は Nevanlinna class

N(X) に属するという。f ∈ N(X) には有限な nontangential limit が a.e. z ∈ ∂X で存在するこ
とが知られており、これを改めて f(z) で表すものとする。また f ∈ N(X) が以下の条件を満た
すとき f は Smirnov class N∗(X) に属するという：

sup
0≤r<1

∫

∂X

log(1 + |f(rz)|) dσ(z) =

∫

∂X

log(1 + |f(z)|) dσ(z).

1 < p < ∞とする。X 上の正則関数 f が sup
0≤r<1

∫

∂X

(log(1 + |f(rz)|))p dσ(z) < ∞ を満たすと

き f は Privalov class Np(X) に属するという。以下、簡便のために N1(X) = N∗(X) と表すこと
にする。Np(X) (p ≥ 1) 上の距離を

dNp(X)(f, g) =

(∫

∂X

(log(1 + |f(z) − g(z)|))p dσ(z)

) 1
p

(f, g ∈ Np(X))

で定義すると、Np(X) はこの距離に関して F -algebra（積に関して連続である、線形完備距離空
間）であることが知られている。
次に関数空間 Mp(X) を定義しよう。0 < p < ∞ に対し、以下を満たす X 上の正則関数 f の
全体を Mp(X) で表すことにする：

∫

∂X

(
log

(
1 + sup

0≤r<1
|f(rz)|

))p

dσ(z) < ∞.
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Mp(X) 上の距離を

dMp(X)(f, g) =

{∫

∂X

(
log

(
1 + sup

0≤r<1
|f(rz) − g(rz)|

))p

dσ(z)

}αp
p

(f, g ∈ Mp(X))

とする（ただし αp = min(1, p)とおく）と、Mp(X) はこの距離に関して F -algebra であることが
わかっている ([10])。
これらのクラスに対し、以下の包含関係が成り立つことが知られている：

Hq(X) ⊊ Np(X) = Mp(X) ⊊ M1(X) ⊊ N∗(X) (0 < q ≤ +∞ , p > 1).

ここで Hardy space を Hq(X) で表し、そのノルムは ∥ · ∥q と表記することにする。特にHardy

algebra H∞(X) は N∗(X) や Np(X) , Mp(X) において稠密である。

2. N∗(X) , Np(X) における等長写像のこれまでの結果について

Smirnov class N∗(X) における線形等長写像の結果は Stephenson [8]によって得られており、ま
た Privalov class Np(X) における線形等長写像については、１変数の場合は Iida-Mochizuki [6]に
よる結果があり、多変数の場合は Subbotin [9,10]の結果が知られている。全射の場合について以
上の結果をまとめたものが次の定理である：

定理 2-1

Let p ≥ 1. T : Np(X) → Np(X) is a surjective linear isometry. Then there exists a holomorphic

automorphism Φ on X with Φ(0) = 0 such that T (f) = αf ◦ Φ for all f ∈ Np(X) where

α ∈ C, |α| = 1.

さて、p ≥ 1 に対し T : Np(X) → Np(X) が T (fg) = T (f)T (g) (f , g ∈ Np(X)) を満たすと
き、T は乗法的（multiplicative）であると呼ぶ。Smirnov class N∗(X) における（必ずしも線形
ではない）乗法的全射等長写像の結果はHatori-Iida [2]によって得られており、また Privalov class

Np(X)における（必ずしも線形ではない）乗法的全射等長写像については Hatori-Iida- Stević-Ueki

[3]によって得られている。以下がその内容である：

命題 2-2

Let n be a positive integer and let X be either Bn or Un. Let p ≥ 1 and suppose that T :

Np(X) → Np(X) is a surjective isometry. If T is 2-homogeneous in the sense that T (2f) = 2T (f)

holds for every f ∈ Np(X), then either

T (f) = αf ◦ Φ for every f ∈ Np(X) or T (f) = αf ◦ Φ for every f ∈ Np(X),

where α is a complex number with the unit modulus and for X = Bn, Φ is a unitary transformation;

for X = Un, Φ(z1, . . . , zn) = (λ1zi1 , . . . , λnzin), where |λj| = 1, 1 ≤ j ≤ n and (i1, . . . , in) is some

permutation of the integers from 1 through n.
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定理 2-3

Let n be a positive integer and let X be either Bn or Un. Let T be a multiplicative (not

necessarily linear) isometry from Np(X) (p ≥ 1) onto itself. Then there exists a holomorphic

automorphism Φ on X such that either of the following holds:

T (f) = f ◦ Φ for every f ∈ Np(X) or T (f) = f ◦ Φ for every f ∈ Np(X),

where Φ is a unitary transformation for X = Bn; Φ(z1, . . . , zn) = (λ1zi1 , . . . , λnzin) for X = Un,

where |λj| = 1 for every 1 ≤ j ≤ n and (i1, . . . , in) is some permutation of the integers from 1

through n.

以上の命題 2-2と定理 2-3の証明において大きな役割を果たしているのが、次の「Mazur-Ulam

の定理」と呼ばれるものである（[7]）。

補題 2-4

Let X and Y be normed vector spaces and U : X → Y be surjective isometry which satisfies

U(0) = 0. Then U is real-linear.

3. Mp(X) における（乗法的）全射等長写像について

関数空間 Mp(X) (p > 0) における線形全射等長写像の結果は Subbotin [9, 10, 11]によって得
られている。その内容は Np(X) (p ≥ 1) のケースとまったく同じである。

定理 3-1

Let p > 0. T : Mp(X) → Mp(X) is a surjective linear isometry. Then there exists a holomorphic

automorphism Φ on X with Φ(0) = 0 such that T (f) = αf ◦ Φ for all f ∈ Mp(X) where

α ∈ C, |α| = 1.

また Mp(X) (p ∈ N) における（必ずしも線形ではない）乗法的全射等長写像の結果は講演者
によって示されている（[4]）。この内容も Np(X) (p ≥ 1) のケースとまったく同じである。

命題 3-2

Let n be a positive integer and let X be either Bn or Un. Let p ∈ N and suppose that T :

Mp(X) → Mp(X) is a surjective isometry. If T is 2-homogeneous in the sense that T (2f) = 2T (f)

holds for every f ∈ Mp(X), then either

T (f) = αf ◦ Φ for every f ∈ Mp(X) or T (f) = αf ◦ Φ for every f ∈ Mp(X),

where α is a complex number with the unit modulus and for X = Bn, Φ is a unitary transformation;

for X = Un, Φ(z1, . . . , zn) = (λ1zi1 , . . . , λnzin), where |λj| = 1, 1 ≤ j ≤ n and (i1, . . . , in) is some

permutation of the integers from 1 through n.
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定理 3-3

Let n be a positive integer and let X be either Bn or Un. Let T be a multiplicative (not

necessarily linear) isometry from Mp(X) (p ∈ N) onto itself. Then there exists a holomorphic

automorphism Φ on X such that either of the following holds:

T (f) = f ◦ Φ for every f ∈ Mp(X) or T (f) = f ◦ Φ for every f ∈ Mp(X),

where Φ is a unitary transformation for X = Bn; Φ(z1, . . . , zn) = (λ1zi1 , . . . , λnzin) for X = Un,

where |λj| = 1 for every 1 ≤ j ≤ n and (i1, . . . , in) is some permutation of the integers from 1

through n.

この小文では（p を自然数に限定しないで）p ≥ 1 における結果を報告する。それは上述の
Np(X) (p ≥ 1) , Mp(X) (p ∈ N) での内容とまったく同じである。

命題 3-4([5])

Let n be a positive integer and let X be either Bn or Un. Let p ≥ 1 and suppose that

T : Mp(X) → Mp(X) is a surjective isometry. If T is 2-homogeneous in the sense that T (2f) =

2T (f) holds for every f ∈ Mp(X), then either

T (f) = αf ◦ Φ for every f ∈ Mp(X) or T (f) = αf ◦ Φ for every f ∈ Mp(X),

where α is a complex number with the unit modulus and for X = Bn, Φ is a unitary transformation;

for X = Un, Φ(z1, . . . , zn) = (λ1zi1 , . . . , λnzin), where |λj| = 1, 1 ≤ j ≤ n and (i1, . . . , in) is some

permutation of the integers from 1 through n.

この命題の証明において、以下の補題を利用する：

補題 3-5([9])

Let f ∈ Hp(X), p ≥ 1. Then the norm ||f ||Hp
m

:=

{∫

∂X

sup
0≤r<1

|f(rz)|p dσ(z)

} 1
p

is equivalent to

the standard norm in Hp(X).

さて (0, +∞) 上の関数 φ(x) が completely monotone であるとは、 φ(x) が (0, +∞) 上で無限
回微分可能で (−1)nφ(n)(x) ≥ 0 (x > 0 , n ∈ Z+) が成り立つときをいう。

補題 3-6([11])

The functions

(
log(1 + x)

x

)p

are completely monotone for all p > 0.
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補題 3-7([11])

If a completely monotone function φ(x) on (0, +∞) can be continued to an infinitely differen-

tiable function on [0, +∞), then the inequality

(−1)n

xn

{
φ(x) − φ(0) − φ

′
(0)x − · · · − φ(n−1)(0)

(n − 1)!
xn−1

}
≥ 0, x > 0,

holds for any n ∈ N and φ(n)(0) ̸= 0 if only φ is not constant.

補題 3-8

Let C be a cone of measurable functions on a measurable space with a measure (G,µ), and let

A be a mapping from C to the set of measurable functions. Suppose that A is homogeneous with

positive coefficients and

∫

G

(log(1 + |Af(x)|))p µ(dx) =

∫

G

(log(1 + |f(x)|))p µ(dx), f ∈ C, (1)

for some p > 0. Then

∫

G

|Af(x)|q µ(dx) =

∫

G

|f(x)|q µ(dx), f ∈ C, (2)

for all q = p + l, where l ∈ Z+.

【証明】
[10, Lemma 2]を利用する。A は正の係数について homogeneous なので、(1)を用いて

∫

G

(log(1 + t|Af(x)|))p

tp
µ(dx) =

∫

G

(log(1 + t|f(x)|))p

tp
µ(dx), f ∈ C,

が任意の t > 0 に対して成立する。t → 0+ として以下を得る：
∫

G

|Af(x)|p µ(dx) =

∫

G

|f(x)|p µ(dx), f ∈ C.

次に帰納法を用いる。k ∈ N とし、(2)が q = p + 1, p + 2, · · · , p + k − 1 で成り立つと仮定す
る。このとき任意の t > 0 と任意の f ∈ C に対して

∫

G

1

tp+k

{
(log(1 + t|Af(x)|))p −

k−1∑

l=0

cl(t|Af(x)|)p+l

}
µ(dx) (3)

=

∫

G

1

tp+k

{
(log(1 + t|f(x)|))p −

k−1∑

l=0

cl(t|f(x)|)p+l

}
µ(dx) 　　　

が成り立つ。ここで cl は 関数 ( log(1+x)
x

)p の原点におけるTaylor係数とする。
最初に f ∈ Lp+k(G,µ)と仮定する。(3)の右辺の被積分関数が、t → 0+のとき ck|f(x)|p+k に収束
することが分かる。この被積分関数は符号が一定であることが補題 3-6と補題 3-7より分かり、関数
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Ck|f(x)|p+k（Ck は定数）によって押さえられる。Lebesgueの収束定理より (3)の右辺は ck|f(x)|p+k

の積分の形に収束する。よって (3)の左辺の極限は有限となり、Fatouの補題から ck|Af(x)|p+k は
可積である。補題 3-6と補題 3-7から、任意の kにおいて ck ̸= 0 であり、Af ∈ Lp+k(G,µ) が分か
る。同様の操作を考えることにより (3)の左辺は t → 0+ のとき ck|Af(x)|p+k の積分の形に収束す
ることが分かる。ゆえに (3)において t → 0+ の極限を考え、その結果を ck ̸= 0 で割ることで (2)

が q = p + k において得られる。Af ∈ Lp+k(G,µ) の場合も同様に示される。f, Af /∈ Lp+k(G,µ)

について (2)が q = p + k で成り立つのは明らかである。

（証明終）

【命題 3-4の証明の概略】
f, g ∈ Hp(X) とする。補題 3-5とMazur-Ulamの定理（[7]）を使うことで、[4, Proposition 1]

の方法と同様に T |Hp(X) が実線形等長写像であることが確認できる。
次に任意の f ∈ Mp(X) と、f から生成される cone Cf := {λMf(ζ) | λ > 0} を考える。ここで

Mf(ζ) = sup
0≤r<1

|f(rζ)| は f に対する radial maximal function である。さらにこの cone について

次のような写像を考える：

T̃ : λMf(ζ) 7→ λM(Tf)(ζ) = M(T [λf ])(ζ), ζ ∈ ∂X, λ ≥ 0.

T は距離 dMp に関して等長なので、補題 3-8 の仮定が cone Cf において成り立つ。
T : Mp(X) → Mp(X) は全射等長写像なので、

∫

∂X

(
log

(
1 + sup

0≤r<1
|f(rz)|

))p

dσ(z) =

∫

∂X

(
log

(
1 + sup

0≤r<1
|(Tf)(rz)|

))p

dσ(z)

から次の式がすべての l ∈ Z+で成り立つ：

∫

∂X

(
sup

0≤r<1
|f(rz)|

)p+l

dσ(z) =

∫

∂X

(
sup

0≤r<1
|(Tf)(rz)|

)p+l

dσ(z).

よって T はノルム Hp+l
m (p > 0, l = 0, 1, 2, · · · ) について等長である。

dσは有限測度なので lim
l→∞

||f ||Hp+l
m

= ||f ||H∞
m
が任意の f ∈ H∞(X)で成り立ち、さらに ||f ||H∞

m
=

||f ||∞ であることは明らかである。加えて任意の f ∈ H∞(X) で ∥f∥p = ∥T (f)∥p が成り立ち
lim
p→∞

∥T (f)∥p = ∥T (f)∥∞ なので、任意の f ∈ H∞(X) で T (f) ∈ H∞(X) ならびに ∥f∥∞ =

∥T (f)∥∞ が分かる。同様にT (f)が H∞(X)に属するならば f ∈ H∞(X)である。ゆえに T |H∞(X)

は ∥ · ∥∞に関して、H∞(X) における全射等長写像である。H∞(X) はその極大イデアル空間上の
uniform algebra であり、 その極大イデアル空間は「Šilov idempotent theorem」によって連結で
あるとしてよい。よって [1, Theorem]より T |H∞(X) は complex-linear または conjugate linear で
あることがいえる。以下は [4, Proposition 1]の証明方法に従えばよい。

（証明終）
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最後に Mp(X) (p ≥ 1) における（必ずしも線形ではない）乗法的全射等長写像の結果は以下の
ように表される。この結果も Np(X) (p ≥ 1) , Mp(X) (p ∈ N) のケースとまったく同じである。
これは [4, Theorem 2]と同様に示されるので、ここでは証明を行わない。

定理 3-9([5])

Let n be a positive integer and let X be either Bn or Un. Let T be a multiplicative (not

necessarily linear) isometry from Mp(X) (p ≥ 1) onto itself. Then there exists a holomorphic

automorphism Φ on X such that either of the following holds:

T (f) = f ◦ Φ for every f ∈ Mp(X) or T (f) = f ◦ Φ for every f ∈ Mp(X),

where Φ is a unitary transformation for X = Bn; Φ(z1, . . . , zn) = (λ1zi1 , . . . , λnzin) for X = Un,

where |λj| = 1 for every 1 ≤ j ≤ n and (i1, . . . , in) is some permutation of the integers from 1

through n.

【注意】今回の Mp(X) の結果が 0 < p < 1 で成り立つかどうかはまだ分かっていない。
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