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expA上のpreserver problemについて
(Preserver problems on expA)

新潟大学自然科学系　　羽鳥　理 (Osamu Hatori)

To the memory of Professor Junzo Wada

1. 背景
目標は以下への解答である．

問題 1. A, Bを単位的な半単純Banach環とする．全射線形写像 φ : A→ Bが単位的（φ(1) = 1）
かつスペクトルを保存する（φ(a)のスペクトル= aのスペクトル, ∀a ∈ A）とする．このとき φ
は Jordan射（φ(a2) = φ(a)2, a ∈ A）か？
この問題は 1970年にKaplanskyが [25]で言及して以来Kaplanskyの問題とも呼ばれることもあ

るが，問題意識としてはもっと古くからあったようである．1960年代後半のGleason [8], Kahane-
Żelazko [24], Żelazko [34]等の研究によりBanach環が可換の場合には肯定的であることが知られ
ていた．さらにDieudonné [5]や Frobeniusの研究 [7]にまでさかのぼることができる．この問題
について Sourourによる break through [33]があったのは 1996年であり Banach空間上の有界作
用素全体のBanach環について証明された．その後Aupetit [3]は von Neumann環の場合も肯定的
であることを示した．多くの数学者により研究が続けられていてHarris-Kadison [10]の研究もあ
るが一般の単位的 C∗-環の場合ですら未解決のまま残されている．可換性に着目した研究もある
（cf. [4]）が，決着がついたという知らせは 2014年 3月 31日の時点ではまだない．
スペクトルを保存する写像は可逆元を保存する．したがってスペクトル保存写像は一般線形群

（可逆元全体からなる群）間の写像を誘導する．一般線形群の間の各種写像についてはKaplansky
の問題の解決の前に知っておいてよいようにも思われる（cf. Harris-Kadison [9]）．たとえば等距
離写像＝距離を保存する写像，についてはどうか？Banach-Stoneの定理に始まり，Kadisonによ
るその非可換化 [22, 23]は 1950年代前半になされている．線形構造をもつ対象の等距離写像の研
究はその後大きく発展して多種の対象に対して多くの結果を得て現在も研究が発展している．一
方，一般線形群やその部分構造の間の等距離についての研究はあまり多くないように思われる．調
べる必要があるように思ったことがこの研究を始めた動機でもある．

2. 一般線形群の間の等距離写像
Kaplanskyの問題が意識にあるので，写像 φに積などの代数構造を仮定することはしたくない．

「代数構造の仮定なし」は無謀にも見えかねないが，Mazur-Ulamの定理「距離構造>代数構造」
がありその限りではないことが分かる．実際に代数構造を仮定せず距離のみを保存する写像につ
いて研究を行い，いくつかの結果を得た．「距離構造>代数構造」の法則は守られている．一般線
形群の間の等距離写像については [11]，[13]でいくつかの結果を得たが，それらはBanach環全体
の上の実線形等距離写像に拡張されることが分かった．一般線形群が連結の場合にはMankiewicz
の局所Mazur-Ulam定理 [27]により分かっていたことである．一般線形群は連結とは限らない場
合でもそうなることが新たに分かった．さらにBanach環が可換の場合には本質的に乗法的である
ことが分かった．非可換の場合について，その Jordan性についてはC∗-環以外では結論はまだ得
られていない．半単純な単位的Banach環A, Bの一般線形群をA−1, B−1とする．
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問題 2. φ : A−1 → B−1を全射等距離写像とする．特に φ(1) = 1ならば φはAからBへの実線形
Jordan射に拡張できるか？

可換の場合は [11]で，単位的 C∗-環の場合はWatanabeとの共著 [20]で肯定的であることを示
した．

3. ユニタリー群の間の等距離写像の構造
単位的可換C*環の間の等距離複素線形写像はBanach環としての荷重付き同形写像である（Banach-

Stoneの定理）．単位的可換C*環は関数環に置き換えらることもNagasawaの定理として知られて
いる．Kadisonは Banach-Stoneの定理を非可換化した（単位的 C*環の間の等距離複素線形写像
は Jordan ∗-isomorphismに左から unitaryをかけた形をしている）[22, 23]．しかしながらこのよ
うな結果は一般のBanach環に対しては期待できない．可換の場合でも、Banach空間としては同
形であっても多元環としては同形でない単位的半単純可換Banach環がたくさんある．一方上述の
ように距離構造が代数構造に言及するというような現象が散見される中で、筆者は単位的Banach
環の可逆元からなる群の間の等距離群写像は Banach環の間の等距離実線形写像に拡張できるこ
とを示した [11, 13]．特に可換の場合やC∗-環の場合は Jordan射になることを示した [11, 20]．ま
たMazur-Ulamの定理の非可換化を行い [15]，その応用としてHilbert空間上のユニタリー群の間
の等距離写像の形をMolnárとの共著で決定した [18]．以下でHはHilbert空間，B(H)をH上の
有界作用素全体の Banach環とし，U(H)でH 上のユニタリー群（ユニタリー作用素全体からな
る群）とする．作用素どおしの距離は作用素ノルムにより定める．また 1はH上の恒等作用素と
する．

定理 3.1 ([18]). φは U(H)からそれ自身の上への等距離写像とする．このときH上の unitaryま
たは antiunitary U が存在して

φ(A) = φ(1)UAU∗, ∀A ∈ U(H)

または
φ(A) = UA∗U∗, ∀A ∈ U(H)

が成り立つ．

証明は [15]で与えた非可換Mazur-Ulamの定理を用いて φ(1)−1φ(·)が Jordan3重積をを保存す
ることを示し，このことよりランク１射影間の推移確率を保存する写像を導き，Wignerの unitary
or antiunitary theoremを用いてその形を決定し，それを φ(1)−1φに反映させる．証明はかなり大
がかりなものであるが [18]か 2010年の関数環の報告集にも日本語の詳細な証明がある [12]（定理
2.2の記述の中で ∀A ∈ B(H)−1とあるのは ∀A ∈ U(H)であるのでここで訂正する）ので参照さ
れたい．

4. 正値可逆作用素全体の間のThompson等距離写像（Molnárによる先行研究）
ユニタリー群はB(H)−1あるいはB(H)の部分構造として重要なもののひとつであるが，正値

作用素全体B(H)−1
+ も非常に重要な部分構造（群ではないが）である．Molnár等 [30, 31]は正値

作用素全体の間の Thompson距離保存写像を決定した [30, 31]．Thompson距離 dT (·, ·)は実ノル
ム空間のある種の正凸錐に対して定義されるが，B(H)をはじめとして一般に単位的C∗-環の正値
（可逆）元全体に対してはCPR幾何における測地距離と一致することが知られており（cf. [2]）大
切な距離の一つである．実際

dT (A,B) = ‖ logA− 1
2BA− 1

2‖, A,B ∈ B(H)−1
+

で与えられ，一般の単位的 C∗-環についても同様である．Molnárはその学生であるNagyととも
に次を示した [30, 31]．
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定理 4.1 ([30, 31]). φ : B(H)−1 → B(H)−1を全射等 Thompson距離写像とする．このときH上
の可逆有界複素線形作用素または可逆有界共役線形（conjugate linear)作用素 T が存在して

φ(A) = TAT ∗, A ∈ B(H)−1
+

または
φ(A) = TA−1T ∗, A ∈ B(H)−1

+

が成り立つ．

この定理の逆が成立することは簡単であるから，上記はThompson等距離写像を決定した定理
である．H の次元が 3以上の場合と 2の場合では異なる証明が与えられた．3次元以上の場合は
Molnárにより決定されていて [30]，その後Nagyとの共著 [31]で 2次元の場合も解決された．

ノルムから導かれる距離に関する等距離写像についてその形は，Mankiewiczによる局所Mazur-
Ulamの定理などすでに知られている結果を組み合わせると簡単に分かる．実際B(H)の間の*-同
形写像か*-反同形写像の制限であることが分かる．任意の単位的C∗-環の正値可逆元全体は連結で
あるから，この場合も同様の方法で Jordan *-同形写像であることが分かる．

5. 単位的C∗-環の場合
前章までで一般線形群，ユニタリー群，正値作用素全体の空間における等距離写像の形につい

ての結果を紹介したが，それぞれの場合に adhocな証明が与えられていてまたはB(H)に特有の
性質を用いた証明が与えられていた．以下の１～４の方法により単位的 C∗-環のユニタリー群や
正値元全体の空間の間のThompson等距離写像について統一的に扱うことが可能となった．本章
で結果を紹介する．
１．与えられた等距離写像φの代数構造を記述する（逆Jordan積保存写像であることφ(ab−1a) =

φ(a)φ(b)−1φ(a)を示す）．
２．１により適当な 1係数群が定義でき，その無限小変換（自己共役元）の間の変換 f が等距

離写像であることを示す．
３．KadisonのC∗-環の自己共役部分の間の（あるいは問題に応じて対応する空間の間の）等距

離写像に関する結果を用いて f の形を記述する．
４．３の結果を利用し φを記述する．
１に対応する命題を非可換Mazur-Ulamの定理と呼ぶが，いくつかの類型がありすべてをある

いは大多数を包括するような一般的なものはまだ確立されていない．また一般線形群の等距離写
像の代数構造を記述できるような形の非可換Mazur-Ulamの定理もまだない．これらは今後の研
究にその解決を委ねたい．ところで ab−1aは aを中心とする bの対称点を表すと考えられる．オリ
ジナルのMazur-Ulamの定理は等距離写像が代数的中点を保存することを主張する定理とみるこ
とができるが，非可換Mazur-Ulamの定理は対称点を保存することを主張する定理である．線形
空間では与えられた 2点の中点は一意的に定まるが，群では中点がないことやあったとしても複
数のこともあり，中点を保存する形の命題は望めない．対称点は一意に定まり，それを保存する
ことを主張するのが非可換Mazur-Ulamの定理ということになる．[15]のCorollary 3.9と 3.10は
twisted subgroupに対する非可換Mazur-Ulamの定理である．説明は煩雑になるのでここでは行
わないので詳細は [15]を参照されたい．Corollary 3.9から次の非可換Mazur-Ulamの定理が従う．

定理 5.1. BjをBanach空間とし，GjをBjからそれ自身への全射等距離写像（全体とは限らない）
からなる群とする（j = 1, 2）．φ : G1 → G2を全射等距離写像とする．このとき ‖U − V ‖ < 1/2
であるような任意の U, V ∈ G1に対して

φ(UV −1U) = φ(U)φ(V )−1φ(U)

が成り立つ．
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[18, Theorem 6]ではB1 = B2の場合の定理と証明が記述されているが，まったく同様に上の定
理が証明できる．
定理 5.1において ‖U − V ‖ < 1/2は本質的な条件であり，‖U − V ‖が 1/2以上の場合には結論

が成り立たない．したがってこの定理では局所的な主張が限界である．定理 5.2などの証明に応用
する場合は”分割の議論”（[18, Lemma 7]）で不足分を補うことになる．ユニタリー群に限らず，
対象の集合が expの値域であると”分割の議論”は機能する．von Neumann環のユニタリー群の
間の等距離写像に関しては，Molnárとの共著 [19]で定理 5.1を用いて次の結果を得た．
定理 5.2. Mj（j = 1, 2）を von Neumann環とする．φ : M−1

1+ → M−1
2+ を全射とする．φ等距離

（ノルム距離に関する）写像であることと次は同値である：M1からM2の上への Jordan *-同形写
像 J とM2の中心射影 pが存在して

φ(a) = φ(1)(pJ(a) + (1 − p)J(a)∗), a ∈M−1
1+ .

特に φ(1)−1φはM1からM2への Jordan *-実同形写像に一意的に拡張できる．
証明では von Neumann環M のユニタリー群が exp iMSと一致することが本質的に用いられて

いる．ここでMSはM の自己共役部分である．一般の単位的C∗-環の場合にはユニタリー群は連
結とは限らない．von Neumann環の場合と異なり φ(1)−1φが Jordan *-実同形写像に拡張できな
いような等距離写像 φが存在する．実は，単位的 C∗-環の場合にもユニタリー群の間の等距離写
像は [14]で完全に決定され，Jordan *-実同形写像に拡張されるための必要十分条件も記述された
ので詳細は [14]を参照されたい．

[15]のCorollary 3.10を用いると次が得られる．これは [18]のTheorem 9である．
定理 5.3. Aj（j = 1, 2）を単位的C∗-環とする．φ : A−1

1+ → A−1
2+を全射とする．φがThompson等

距離写像であると，
φ(ab−1a) = φ(a)φ(b)−1φ(a), a, b ∈ A−1

1+

が成り立つ．
これが上記の１にあたるが，さらに２，３，４が実行できてMolnárとの共著 [19, Theorem 9]

で次を示した．
定理 5.4. Aj（j = 1, 2）を単位的C∗-環とする．φ : A−1

1+ → A−1
2+を全射とする．φがThompson等

距離写像であることと次は同値である：A1からA2の上への Jordan *-同形写像 J とA2の中心射
影 pが存在して

φ(a) = φ(1)
1
2

(
pJ(a) + (1 − p)J(a)−1

)
φ(1)

1
2 , a ∈ A−1

1+.

任意の単位的C∗-環AについてA−1
+ = expAS, ASはAjの自己共役部分，であることが”分割

の議論”が機能するなど証明でのポイントのひとつである．

6. 付録：5章の方法の応用
非可換Mazur-Ulamの定理と１係数群を用いる方法は，特殊直交群の等距離写像の記述や Lips-

chitz環に対する非対称にノルムを保存する写像の記述への応用がある．この章ではこれらを紹介
する．
まず特殊直交群（特殊直交行列全体の群）の間の等距離写像について [1]の結果を紹介する．

c1 > 0かつ c1 ≥ c2 ≥ · · · ≥ cn ≥ 0であるような実数列に対して n次正方行列Aの c-スペクトル
ノルムを

‖A‖c =
n∑

i=1

ciσi(A)

により与える．ただし，σ1(A) ≥ σ2(A) ≥ · · · ≥ σn(A)はAの特異値である．c1 = · · · = ck = 1,
ck+1 = · · · = cn = 0の場合がKy Fan k-ノルムであり，特に k = 1の場合が作用素ノルムである．
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c-スペクトルノルムは unitarily invariant normであるがそのすべてではない．特殊直交群 SO(n)
上の c-スペクトルノルムから導かれる距離に関する等距離写像についてAbe, Akiyamaとの共著
[1]で以下を示した．n = 4のときだけ特殊な形の等距離写像が現れることが分かった．Aを 4次
の実歪対象行列とする．ÃによりAの (1, 4)成分と (2, 3)成分，(4, 1)成分と (3, 2)成分をそれぞれ
入れ替えて得られる歪対象行列を表す．以下ではEnは n次単位行列でありK(n)は実歪対象行列
全体の線形空間とする．K(n)は SO(n)の Lie環であり SO(n) = expK(n)である．
定理 6.1. φを特殊直交群 SO(n)からそれ自身への写像とする．‖ · ‖cを一つの c-スペクトルノル
ムとする．このとき次の (i)と (ii)は同値である．
(i) φは ‖ · ‖cから導かれる距離に関する等距離写像である．
(ii) 直交行列Oが存在して次の (a), (b), (c), (d)のどれかが成り立つ：

(a) φ(X) = φ(En)OXO−1, X ∈ SO(n),
(b) φ(X) = φ(En)OX−1O−1, X ∈ SO(n),

(c) n = 4であり，φ(X) = φ(En)O(exp Ã)O−1, X = expAでA ∈ K(n),

(d) n = 4であり，φ(X) = φ(En)O(exp Ã)−1O−1, X = expAでA ∈ K(n).
このとき φは自動的に全射である．また φ(En) = Enとすると，φは，(a)の場合には群同形写像
になり，(b)の場合には群反同形写像になり，(c)と (d)の場合には群同形写像にも群反同形写像に
もならないが，逆 Jordan積 (XY −1X)を保存する．

(i)から (ii)を導く際に５章の１から４の方法を適用する．φが等距離写像だとする．一般にコ
ンパクト距離空間からそれ自身への等距離写像は自動的に全射なので，今の場合 φも全射であ
る．すると非可換Mazur-Ulamの定理 [15, Corollary 3.9]と”分割の議論”により φ(XY −1X) =
φ(X)φ(Y )−1φ(X)が任意のX, Y ∈ SO(n)に対して成立することが分かる．1係数群の方法でK(n)
環の全射等距離写像が導かれるが Li and Tsing [26]によりその形が決まっている．このことから
φは (ii)の (a), (b), (c), (d)のどれかになることが分かる．

(ii)の (a)や (b)から (i)を導くのは容易である．(ii)の (c)または (d)の形の写像が等距離写像にな
ることを示すのには多少の工夫が必要である．Fujii and Suzuki [6]によるBaker-Cambel-Hausdorff
の公式を用いる．詳細は [1]を参照のこと．

(ii)の (a)または (b)が成り立てば簡単な計算によりφは任意のunitarily invariant normから導か
れる距離に関して等距離写像であることが分かる．また任意のA,B ∈ K(n)に対して expA expB

の固有多項式と exp Ã exp B̃の固有多項式が一致するので（[1, Lemma 8]），このことを用いると
(ii)の (c)または (d)より φが任意の unitarily invariant normから導かれる距離に関して等距離写
像であることが分かる．逆が成立するかは分かっていない．
問題 3. unirarily invariant normを任意に与え，それから導かれる距離に関する等距離写像 φ :
SO(n) → SO(n)は (ii)のどれかの形になるか?

そのような距離についてのK(n)からそれ自身への等距離写像が分かれば解決につながるよう
に思われる．
問題 4. K(4)での変換A 7→ Ã，あるいは SO(4)での変換 expA 7→ exp Ãの幾何学的な意味づけ，
もしあるなら物理学的な意味づけは何か？
この変換はすでにMorita [32]にあらわれる変換であるが，その本質的な意味が筆者には分かっ

ていない．

Molnár の先駆的な論文 [29]による乗法的にスペクトルを保存する写像の研究を受けて，非対称
にノルムを保存する写像の研究は [17]から始まった．非対称に商のノルムを保存する写像の研究
はMiura, Honma and shindo [28]が最初のものと思われる．もともとがスペクトルに関係する研
究のためノルムとしてはスペクトル半径が考慮されてきた（半単純可換Banach環ではスペクトル
半径は（完備とは限らない）多元環ノルムを与える）．したがって非対称にノルムを保存する写
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像で結ばれるバナッハ環については一般的には多元環として同形であること以上の主張はできな
い．一方ノルムがオリジナルノルムの場合について考慮すると該当のBanach環はBanach環とし
て等距離同型であることまで予想されていたが，Lipschitz環に対する結果が得られた [16]のでこ
こで紹介する．Xをコンパクト距離空間とする．Lip(X)はX上の複素数値 Lipschitz関数全体か
らなる多元環でノルムを ‖ · ‖ = ‖ · ‖∞ + ‖ · ‖L（ここでは Lipschitzノルムと呼ぶことにする）と
することで半単純単位的可換 Banach環（Lipschitz環という）になる．ここで ‖ · ‖∞は supノル
ム，‖ · ‖Lは Lipschitz定数を表す．exp Lip(X)は Lip(X)の可逆元全体からなる位相群 Lip(X)−1

の主成分（principal componentまたは identity component）である．
定理 6.2. Xjをコンパクト距離空間としLip(Xj)をLipschitz環とする（j = 1, 2）．Lipschitzノル
ムは ‖ · ‖jで表す．Φ : exp Lip(X1) → exp Lip(X2)とする．このとき次の (i)と (ii)は同値である．
(i) 等式 ∥∥∥∥ gf − 1

∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥Φ(g)

Φ(f)
− 1

∥∥∥∥
2

, f, g ∈ exp Lip(X1)

が成り立つ．
(ii) 全射等距離写像 φ : X2 → X1が存在して，

Φ(f)(y) = Φ(1)(y)f(φ(y)), f ∈ exp Lip(X1), y ∈ X2,

または
Φ(f)(y) = Φ(1)(y)f(φ(y)), f ∈ exp Lip(X1), y ∈ X2,

が成り立つ．
したがって (i)または (ii)が成り立つならば，Φ(1)−1ΦはLip(X1)からLip(X2)の上の複素線形等距
離多元環同型写像または反複素線形等距離多元環同形写像に拡張される．特に，Lip(X1)とLip(X2)
はBanach環として同形である．
証明は 5章の１～４の方法を改変して行う．特に３についてはKadisonの定理の代わりに Jarosz

の定理 [21, Theorem]を改変したもの [16, Proposition 7]を用いる．
Lipschitz環以外でも同様の内容を予想できるが，上にならって証明しようとすると３の部分に

現れる写像の乗法性が一般には成り立たない（Banach-Stone型定理が成り立つBanach環はかな
り限られている（cf. [21]）ことがネックになっている．アイディアが必要である．
次の問題は難しくないと思われる．

問題 5. Φ : Lip(X1)
−1 → Lip(X2)

−1の場合はどうか？
次もはるか彼方の問題ではないと思われる．

問題 6. Φ : Lip(X1) → Lip(X2)が全射とする．Φが
‖fg − 1‖1 = ‖Φ(f)Φ(g) − 1‖2, f, g ∈ Lip(X1)

を満たすとき Φ(1)−1Φは複素線形等距離多元環同型写像または反複素線形等距離多元環同形写
像か？
上記 2つの問題はノルムをスペクトル半径とした場合には一般の半単純単位的可換Banach環に

対して解決（問題 6に関してはもっと一般的な設定のもとで結論はもちろん実線形多元環同形写
像）されている [28, 17]．
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Gyrovector 空間上の Mazur-Ulam の定理

新潟大学自然科学研究科　　阿部　敏一 (Toshikazu Abe)

ニュートン力学では速度全体の集合は３次元ユークリッド空間R3に対応し、和について群を成
す。一方、特殊相対論での速度全体の集合（但し、光と同じ速さ cを持つものは除く）は３次元ユー
クリッド空間上の半径 cの開球R3

c = {u ∈ R3 : ‖u‖ < c}に対応し、特殊相対論における速度の和
の演算⊕Eは結合法則を満たさない。しかしながら、(R3

c ,⊕E)は (gyrocommutative) gyrogroupの
構造を持つことが知らおり、Einstein gyrogroupと呼ばれている。(Gyrocommutative) gyrogroup

は (可換)群を一般化したものである。一部の gyrocommutative gyrogroupはスカラー倍を伴って
Gyrovector空間としての構造を考えることが出来る。実際、(R3

c ,⊕E)はスカラー積⊗Eを伴って
gyrovector空間となり、Einstein gyrovector spaceと呼ばれる。ここでは、このような大事な例を
含む gyrovector空間について考える。Gyrovector空間は実内積空間の一般化であり、実内積空間
と似た様々な構造を持つ。Gyrometricは gyrovector空間上の構造で、ちょうど実内積空間でのノ
ルムから導かれる距離に対応するものである。

Mazur-Ulamの定理は実ノルム空間から実ノルム空間への全射等距離写像は自動的にその代数
構造を保存するということを主張している。ここでは、gyrovector空間から gyrovector空間へ
の gyrometricを保存する写像について考えた。Gyrovector空間から Gyrovector空間への全射で
gyrometricを保存するものは自動的にその代数構造を保存することがわかる。

1 Gyrovector空間
[1]に基づいて、Gyrovector空間及びそれに関連する定義を並べる。

定義. [1] Sを空でない集合、+ : S×S→Sを S上の二項演算とする。(S,+)を groupoidという。
全単射 φ : S→Sが任意の x, y∈Sで φ(x+ y) = φ(x) + φ(y)を満たすとき、φは (S,+)の自己同型
写像であるという。(S,+)の自己同型写像全体からなる集合をAut(S,+)とかく。

定義. [1] Groupoid (G,⊕)が次の性質を満たすとき gyrogroupであるという。

(G1) 次を満たす 0 ∈ G（左側単位元）が存在する。
0 ⊕ a = 0 ∀a ∈ G

(G2) (G1)を満たす 0∈Gのうち、任意のa∈Gに対して次を満たす	a（aの左側逆元）が存在す
るものがある。
	a ⊕ a = 0

(G3) 任意の a, b, c∈Gに対して、次を満たす gyr[a, b]c∈Gが一意に存在する。
a ⊕ (b ⊕ c) = (a ⊕ b) ⊕ gyr[a, b]c
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(G4) 任意の a, b∈Gに対して、c 7→ gyr[a, b]cによって定まる写像 gyr[a, b] : G→ Gは
gyr[a, b] ∈ Aut(G,⊕)を満たす。

(G5) 任意の a, b∈Gに対して次が成立する。
gyr[a⊕b, b] = gyr[a, b]

群の記法に習い、a ⊕ (	b)を a 	 bと表す。

定義. [1] Gyrogroup(G,⊕)が任意の a, b∈Gに対して次を満たすとき gyrocommutativeであると
いう。

(G6) a ⊕ b = gyr[a, b](b ⊕ a)

（可換）群Gは任意の a, b∈Gに対して gyr[a, b]がG上の恒等写像であるような (gyrocommu-

tative) gyrogroupである。

定義. [1] Gを実内積空間Vの部分集合とする。Gyrocommutative gyrogroup (G,⊕)とその上のス
カラー積⊗ : R ×G→ Gが以下を満たすとき、(G,⊕,⊗)は gyrovector空間であるという。

(V0) 任意のu,v,a, b ∈ Gに対して、〈gyr[u,v]a, gyr[u,v]b〉 = 〈a, b〉が成立する。

(V1) 任意の a∈Gに対して、1 ⊗ a = aが成立する。

(V2) 任意の a ∈ G, r1, r2 ∈ Rに対して、(r1 + r2) ⊗ a = (r1 ⊗ a) ⊕ (r2 ⊗ a)が成立する。

(V3) 任意の a ∈ G\, r1, r2 ∈ Rに対して、(r1r2) ⊗ a = r1 ⊗ (r2 ⊗ a)が成立する。

(V4) 任意の a ∈ G \ {0}, r ∈ R \ {0}に対して、
|r| ⊗ a

‖r ⊗ a‖
=

a

‖a‖
が成立する。

(V5) 任意のu,v,a ∈ G, r ∈ Rに対して、gyr[u,v](r ⊗ a) = r ⊗ gyr[u,v]aが成立する。

(V6) 任意の v ∈ G, r1, r2 ∈ Rに対して、gyr[r1 ⊗ v, r2 ⊗ v]はG上の恒等写像である。

(VV) ‖G‖ = {±‖a‖ ∈ R｝: a ∈ G}は⊕を和、⊗をスカラー積とし、以下を満たすような１次元
実線形空間である。

(V7) 任意の a ∈ G, r ∈ Rに対して、‖r ⊗ a‖ = |r| ⊗ ‖a‖を満たす。

(V8) 任意の a, b ∈ Gに対して、‖a ⊕ b‖ ≤ ‖a‖ ⊕ ‖b‖を満たす。

Gyrovector空間上の gyrometric %は次で与えられる。

%(a, b) = ‖ 	 a ⊕ b‖ ∀a, b∈G

Gyrogroup (G,⊕)を扱う上で、G上に gyrocoadditionと呼ばれる演算�を考えると便利である。
(G,⊕)の gyrocoaddition �は次のように定義される。

a � b = a ⊕ gyr[a,	b]b
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Gyrovector空間 (G,⊕,⊗)上の点 a, b∈Gに対して

M(a, b) =
1

2
⊗ (a � b)

を aと bの gyromidpointという。
実内積空間 Vはそれ自身が gyrovector空間となり、そのときの gyrometricは Vの内積によっ
て定まるノルムから導かれる距離となる。また、gyromidpointは通常の線形空間の意味での中点
(a+ b)/2と一致する。

2 Mazur-Ulamの定理
定理. (Mazur-Ulamの定理) T を実ノルム空間Aから実ノルム空間Bへの全射等距離写像とする。
このとき、T は中点を保存する。すなわち、

T (
a+ b

2
) =

T (a) + T (b)

2
∀a, b∈A

ここからただちに T は実線形写像 T0を用いて T = T (0) + T0と表わせることがわかる。2003年
にVäisäläはこのMazur-Ulamの定理により簡潔な証明を与えた（[4]）。この証明は、ノルム空間
上の点 xに対して、点 zを中心とした対称な点 ψz(x) = 2z − xを対応させる写像 ψzが持つ”よい
性質”を利用したものである。

3 Gyrovector空間上のMazur-Ulamの定理
次が今回得られた結果である。

定理. T を gyrovector空間G1から gyrovector空間G2への gyrometricを保存する全射とする。こ
のとき、T は gyromidpointを保存する。すなわち、

T (
1

2
⊗ (a � b)) =

1

2
⊗ (T (a)�T (b)) ∀a, b∈G1

証明の概略. Gyrovector空間G上の点 zに対して、G上の写像 φz(x) = 2z 	 xを考える。φzが
以下の”良い性質”を持っていることを確かめる。

(p1) φ−1
z = φz

(p2) ‖φz(x) 	 φz(y)‖ = ‖x 	 y‖

(p3) φz(x) = x ⇔ z = x

(p4) z = M(x,y)ならば φz(x) = yかつ φz(y) = x

(p5) ‖φz(x) 	 x‖ = 2 ⊗ ‖x 	 z‖
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この φz がノルム空間の場合の ψzに対応する写像となる。あとはVäisäläによるMazur-Ulamの
定理の証明と同様の議論で示せる。�
上の結果から次のことがわかる

系. T を gyrovector空間G1から gyrovector空間G2への gyrometricを保存する全射とする。T は
次の性質を満たす T0を用いて T = T (0)⊕T0で表せる。

T0(a ⊕ b) = T0(a)⊕T0(b) ∀a, b ∈ G1

T0(α⊗ a) = α⊗T0(a) ∀a ∈ G1, α ∈ R
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関数環上のある種のスペクトル保存写像の構造, II

新潟大学　　三浦　毅 (Takeshi Miura)

1 研究動機
Molnár [7]によって盛んになったと思われる乗法的スペクトル保存写像の研究は，最近の発展
を除けば重複する事柄となるので詳細は割愛し，例えば昨年度の関数環研究集会報告集 pp.35–39

をご参照頂きたい．本報告の研究動機を簡単に述べれば，昨年度の報告結果には証明の技術的な
問題のため本質的でない仮定を必要としたが，その仮定を取り除いたとしても類似の結果が得ら
れるのではないか，という問題意識にある．昨年度の研究結果を再掲載するために必要な準備を
する．
C0(K)により局所コンパクトHausdorff空間K上で定義された複素数値連続関数で，無限遠点
で 0になるもの全体を表す．C0(K)は各点での和・積・スカラー倍と ‖f‖∞ = supk∈K |f(k)|に関
して可換Banach環となる．C0(K)の閉部分多元環Aが関数環とは，∀k1, k2 ∈ K: k1 6= k2に対し
て 0 6= f(k1) 6= f(k2)をみたす f ∈ Aが存在することである；特にKがコンパクトであるときに
は，Aはさらに定数関数を含むことを仮定する．f ∈ Aに対し f の periphral spectrum σπ(f)を以
下で定義する：

σπ(f) = {λ ∈ σ(f) : |λ| = ‖f‖∞}

ただし σ(f)は f のスペクトルである．
以上の準備のもと，昨年度報告した結果を再掲載する．

定理 1 F , A, Bをそれぞれ局所コンパクトHausdorff空間上の関数環とする．全射Sn : F → A及
び Tn : F → B (n = 1, 2)が

‖Sn(f)‖∞ = ‖Tn(f)‖∞ (f ∈ F, n = 1, 2) (1)

及び
σπ(S1(f)S2(g)) ⊂ σπ(T1(f)T2(g)) (f, g ∈ F )

をみたせば，連続写像 α : Ch(B) → {z ∈ C : |z| = 1}及び同相写像 φ : Ch(B) → Ch(A)が存在
して

T1(f)(y) = α(y)S1(f)(φ(y)) (f ∈ F, y ∈ Ch(B))

T2(f)(y) = α(y)S2(f)(φ(y)) (f ∈ F, y ∈ Ch(B))

が成り立つ．ただしCh(A),Ch(B)はそれぞれA,BのChoquet境界である．
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2 主定理
冒頭に述べた『証明の技術的な問題のために必要とした仮定』が定理 1の条件 (1)である．仮定

(1)を取り除いたとしても類似の結果が得られることは容易に想像されるが，それを可能とするた
めの鍵が次の補題である．

補題 2 F,A,Bを局所コンパクト Hausdorff空間上の関数環とし，全射 Sn : F → A, Tn : F → B

(n = 1, 2)が
‖S1(f)S2(g)‖∞ = ‖T1(f)T2(g)‖∞ (∀f, g ∈ F )

をみたすとする．a, b ∈ F , n ∈ {1, 2}に対して |Sn(a)(x)| ≤ |Sn(b)(x)| (∀x ∈ Ch(A))が成り立て
ば |Tn(a)(y)| ≤ |Tn(b)(y)| (∀y ∈ Ch(B))となる．

定理 1の条件 (1)を仮定しなければ，一般に Sn(f)と Tn(f)のノルムは異なり，T1(f)(y) =

α(y)S1(f)(φ(y))が成り立ったとしても |α(y)| = 1となることは期待出来ない．実際，条件 (1)を
仮定しない場合も定理 1と類似の結果が成り立つことが分かり，次が示された．

定理 3 F , A, Bをそれぞれ局所コンパクトHausdorff空間上の関数環とする．全射Sn : F → A及
び Tn : F → B (n = 1, 2)が

σπ(S1(f)S2(g)) ⊂ σπ(T1(f)T2(g)) (f, g ∈ F )

をみたせば，連続写像 α : Ch(B) → C \ {0}及び同相写像 φ : Ch(B) → Ch(A)が存在して

T1(f)(y) = α(y)S1(f)(φ(y)) (f ∈ F, y ∈ Ch(B))

T2(f)(y) =
1

α(y)
S2(f)(φ(y)) (f ∈ F, y ∈ Ch(B))

が成り立つ．

定理 3はさらに抽象化される．その結果を述べるために若干の準備を必要とする．Aを局所コ
ンパクトHausdorff空間上の関数環とする．Aの部分集合 Sが乗法的であるとは任意の f, g ∈ Sに
対して fg ∈ Sが成り立つことである，Aの部分集合 Sのweak peak pointを関数環Aと同様に定
義し，その全体を p(S)で表す．このとき p(A) = Ch(A) 6= ∅であるが，一般にAの部分集合 Sに
対しては p(S) 6= ∅とは限らない．いま p(S) 6= ∅とする．h ∈ Sが Sの peaking functionであると
は σπ(h) = {1}をみたすことである．x ∈ p(S)に対して h(x) = 1をみたす Sの peaking function

全体をPS(x)で表す．SがBishop propertyをもつとは，f(x) 6= 0をみたす任意の x ∈ p(S), f ∈ A

に対して σπ(fh) = {f(x)}となる h ∈ PS(x)が存在することである．

定理 4 Fを任意の集合とし, A, Bをそれぞれ局所コンパクト Hausdorff空間上の関数環とする．
S ⊂ A, T ⊂ BはBishop propertyをもち，，p(S) = Ch(A), p(T) = Ch(B)をみたす乗法的部分集合
とする．このとき全射 S1, S2 : F → S及び T1, T2 : F → Tが

σπ(S1(a)S2(b)) ⊂ σπ(T1(a)T2(b)) (a, b ∈ F)
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をみたせば，連続写像 α : Ch(B) → C \ {0}及び同相写像 φ : Ch(B) → Ch(A)が存在して

T1(a)(y) = α(y)S1(a)(φ(y)) (a ∈ F, y ∈ Ch(B))

T2(a)(y) =
1

α(y)
S2(a)(φ(y)) (a ∈ F, y ∈ Ch(B))

が成り立つ．

Bishop propertyをもち p(S) = Ch(A)をみたす関数環Aの乗法的部分集合 Sの例としてA自身，
Aの単位球 {f ∈ A : ‖f‖∞ ≤ 1}，1 ∈ Aのとき expAや Lipschitz algebraがある．定理 4の特別
な場合として F = S, S1 = S2 = Idを考えれば次が成り立つ．

系 5 A, Bをそれぞれ局所コンパクトHausdorff空間上の関数環とする．S ⊂ A, T ⊂ BはBishop

propertyをもち，，p(S) = Ch(A), p(T) = Ch(B)をみたす乗法的部分集合とする．このとき全射
U1, U2 : S → Tが

σπ(fg) ⊂ σπ(U1(f)U2(g)) (f, g ∈ S)

をみたせば，連続写像 α : Ch(B) → C \ {0}及び同相写像 φ : Ch(B) → Ch(A)が存在して

U1(f)(y) = α(y)f(φ(y)) (f ∈ S, y ∈ Ch(B))

U2(f)(y) =
1

α(y)
f(φ(y)) (f ∈ S, y ∈ Ch(B))

が成り立つ．

系 5は [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]の結果の拡張である．その意味で系 5を抽象的に述べた定
理 4は興味深いといえるが，一方において定理 4は単なる抽象化になっていないかは考慮すべき
であろう．実際，定理 4の証明には本質的に関数環とその peaking functionsが用いられており，
peaking functionsを豊富に含まないような可換 Banach環に対して類似の結果が成り立つのかは
筆者には不明である．このような状況で関数環と無関係な任意の集合 Fを定義域とする写像につ
いて，その構造が解明されるのは逆におかしなこととも思えていた．このような漠然とした疑問
を抱えていたが，系 5から定理 4を導くことが出来ればこの疑問は解決される．すなわち系 5は
定理 4の特別な場合ではなく本質的な状況を端的に表していて，逆に系 5を抽象的に表したもの
が定理 4ではないだろうか．この考えが正しいことは次のようにして確かめられる．

注意 1 S1, S2 : F → S, T1, T2 : F → Tを定理 4の条件をみたす全射とする．このとき a, b ∈ F

に対して S1(a) = S1(b)ならば T1(a) = T1(b)が成り立つことが示される．このことを用いて写像
U1 : S → Tを

U1(f) = T1(S
−1
1 (f)) (f ∈ S)

により定めるとU1はwell-definedであることが分かる．同様にしてU2 : S → Tを定義すると，T1, T2

が全射であるから U1, U2も全射である．また σπ(S1(a)S2(b)) ⊂ σπ(T1(a)T2(b))であるから，任意
の f, g ∈ Sに対して a ∈ S−1

1 (f), b ∈ S−1
2 (g)をとれば

σπ(fg) = σπ(S1(a)S2(g)) ⊂ σπ(T1(a)T2(b)) = σπ(U1(f)U2(g))
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つまり σπ(fg) ⊂ σπ(U1(f)U2(g)) (f, g ∈ S)が成り立つ．よって系 5より

U1(f)(y) = α(y)f(φ(y)), U2(f)(y) =
1

α(y)
f(φ(y)) (f ∈ S, y ∈ Ch(B))

をみたす連続写像α : Ch(B) → C \ {0}及び同相写像 φ : Ch(B) → Ch(A)が存在する．最後に，任
意の a ∈ Fに対して S1(a) = f とすれば U1(f) = T1(a)であるから T1(a)(y) = α(y)S1(a)(φ(y))が
任意の y ∈ Ch(B)に対して成り立つ．同様にして T2(a)(y) = S2(a)(φ(y))/α(y)を得る．以上によ
り定理 4は系 5から導かれることが示された．
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Singular inner functions
and division problem in H∞ + C

日本大学薬学部　　丹羽 典朗 (Norio NIWA)

以下の記号を用いる．

D = {z : |z| < 1}　：単位開円板
H∞　：D 上の有界な正則関数からなるBanach環
M(H∞)　：H∞の極大イデアル空間，H∞上の (nonzeroな)乗法的な有界線形汎関数全体

Dの各点は乗法的な有界線形汎関数とみる事ができるので，D ⊂ M(H∞)である．また，Dは
M(H∞)の open dense subsetである事が知られている．f ∈ H∞と，fの境界関数と，fのGelfand

変換を同一視する．
|ψ(eiθ)| = 1 a.e. を満たすψ ∈ H∞を inner functionという．inner functionは，絶対値 1の定数
を除いて，Blaschke積と singular inner functionの積に一意に分解する事ができる．

B(z) =
∞∏
n=1

−zn
|zn|

z − zn
1− z̄nz

　：Blaschke積

ψµ(z) = exp

(
−

∫
∂D

eiθ + z

eiθ − z
dµ(θ)

)
　：singular inner function

ここで，dµは ∂D上の Lebesgue measure dθに対して singular である．

H∞ + C　：H∞を真に含む最小のDouglas環
M(H∞ + C)　：H∞ + Cの極大イデアル空間

M(H∞ + C) =M(H∞) \Dである．f ∈ H∞に対して，

{|f | < 1} := {x ∈M(H∞) \D : |f(x)| < 1}
Z(f) := {x ∈M(H∞) \D : f(x) = 0}
とおく．

Guillory and Sarasonの論文 [3]では，H∞ +Cにおける割り算の可能性について考察しており，
5つの open problems が載っている．定理の一つは次のようなものである．

Theorem. ψを inner function とし，f ∈ H∞とする．そのとき，次の条件は同値である．
(i) f/ψn ∈ H∞ + C, n = 1, 2, 3, · · ·
(ii) f (1− |ψ|) = 0 on M(H∞ + C)

(iii) lim|z|→1 f(z)(1− |ψ(z)|) = 0

この定理は， {|ψ| < 1} ⊂ Z(f) =⇒ f/ψn ∈ H∞ + C (n = 1, 2, · · · ) と言っているので，
H∞ +Cにおける割り算の可能性を見るためには，M(H∞) \Dにおける関数の絶対値が 1より小
さい値をとる集合 {| · | < 1} および零点集合Z( · )を詳しく調べる必要がある事を示唆している．
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5つの open problems のうち，2つを書き記しておく．
Problem 1. Can two distinct singular functions divide each other in H∞ + C ?

Problem 2. Does there exists, for each inner functions ψ, a singular inner function which is

divisible in H∞ + C by all positive powers of ψ ?

Problem 2 は 1984年にGorkinにより肯定的に解決されている ([2])．Problem 1は，

　
ψν

ψµ

∈ H∞ + C,
ψµ

ψν

∈ H∞ + C

を満たす singular inner functions ψµ, ψνは存在するか？と聞いている．私の知る限り，Problem 1

は open のままである．

M+
s 　：dθに関して singularであるような，∂D上の finite positive measuresの集合

µ ∈M+
s に対して，

L1
+(µ) := {ν ∈M+

s : νはµに対して絶対連続，ν ̸= 0}

Izuchi and Niwaの論文 [6]では，{|ψν | < 1}やZ(ψν)の，ν ∈ L1
+(µ)に関する合併集合について

詳しく調べている．定理の一つは次の通りである．

Theorem (Izuchi and N., [6]).

µ ∈M+
s とし，µ = µc + µdとする．

ここで，µcは continuous measure，µdは discrete measureである．
µd =

∑∞
n=1 anδeiθn (an > 0 for ∀n = 1, 2, 3, · · · )とする．

そのとき，次の条件は同値である．
(i)

∪
ν∈L1

+(µ){|ψν | < 1} =
∪

ν∈L1
+(µ) Z(ψν)

(ii) ∀n = 1, 2, 3, · · · ,∃νn ∈ L1
+(µ) s.t. {|ψδ

eiθn
| < 1} ⊂ Z(ψνn)

(iii) ∀n = 1, 2, 3, · · · ,∃λn ∈M+
s s.t. {|ψδ

eiθn
| < 1} ⊂ Z(ψλn)

Izuchiの論文 [5]では，outer vanishing measureという概念を導入しており，それは Problem 1

の解決の糸口になるかもしれないと考えている．µ ∈ M+
s とする．{|ψµ| < 1} ⊂ Z(ψν)を満た

す ν ∈ L1
+(µ)が存在するとき，µは outer vanishing measure を持つという．また，ν を outer

vanishing measure for µという．

Theorem (Izuchi, [5]).

µ ∈M+
s とする．∃λ ∈ L1

+(µ) s.t. µ⊥λ, and ψµ and ψλ are codivisible in H∞ + C

=⇒ µは outer vanising measure を持つ．

H∞ +Cにおいて codivisible である 2つの singular inner functions が存在するかどうかを考え
るためには，outer vanishing measure を持つような singular measure を考えなければならない．
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WEIGHTED BERGMAN SPACES EMBEDDED IN THE
HARDY SPACE OVER THE BIDISK

KEI JI IZUCHI, 新潟大学・フェロ－

Abstract. Let [z−w] be the smallest invariant subspace ofH2(D2)
containing the function z −w and K0 = H2 ⊖ [z −w]. Let SK0

z be
the compression operator of Tz on K0. Then it is known that SK0

z

is unitary equivalent to the Bergman shift on the Bergman space
L2
a(D). Let Km = [(z − w)m] ⊖ [(z − w)m+1] and let SKm

z be the
compression operator of Tz on Km. It is proved that for m = 1, 2,
SKm
z is unitary equivalent to the multiplication operator by z on

the weighted Bergman space L2,2m
a (D).

1. Introduction

For −1 < α <∞. let L2,α
a (D) be the weighted Bergman space on D,

that is, L2,α
a (D) is the space of analytic functions f(z) on D satisfying

that

∥f∥L2,α
a

:=
(
(α + 1)

∫
D
|f(z)|2(1− |z|2)α dA(z)

)1/2

<∞,

where dA(z) is the normalized area measure on D. Let Bα be the
multiplication operator on L2,α

a (D) by z. When α = 0, We write
L2

a(D) = L2,0
a (D). Then L2

a(D) is the classical Bergman space and
B0 is the Bergman shift (see [2]).

Let H2 = H2(D2) be the Hardy space over the bidisk D2 with vari-
ables z, w. We denote by Tz, Tw the multiplication operators on H2

by z, w. A nonzero closed subspace M of H2 is said to be invariant if
TzM ⊂M and TwM ⊂M .

Let K0 = H2 ⊖ [z −w], where [E] is the smallest invariant subspace
of H2 containing E. For n ≥ 0, let

θ0,n =
n∑

i=0

zn−iwi and Θ0,n =
θ0,n√
n+ 1

.

Then it is known that {Θ0,n}n≥0 is an orthonormal basis of K0. Let

e0,n =
zn√
n+ 1

, n ≥ 0.
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Then {e0,n}n≥0 is an orthonormal basis of L2
a(D). Let

U0 : L
2
a(D) ∋ f(z) =

∞∑
n=0

ane
n →

∞∑
n=0

anΘ0,n ∈ K0.

Then U0 : L2
a(D) → K0 is a unitary operator and U01 = 1. It is also

known that SK0
z = SK0

w and U0B0 = SK0
z U0 (see [1, 3]). So [z − w] is

one of the interesting invariant subspaces in H2.
As a generalization, For each integer m ≥ 1, let

Km = [(z − w)m]⊖ [(z − w)m+1]

and SKm
z f = PKmzf for f ∈ Km. In Section 2, we shall show that SK1

z

on K1 is unitarily equivalent to B2 on L2,2
a (D). This is an unexpected

fact. In Section 3, we shall also show that there is a unitary operator
U2 : L2,4

a (D) → K2 satisfying U2B4 = SK2
z U2. So the structure of SK2

z -
invariant subspaces of K2 has the same structure of B4-invariant sub-
spaces of L2,4

a (D). We conjecture that for every m ≥ 3, the structure of
SKm
z -invariant subspaces of Km has the same structure of B2m-invariant

subspaces of L2,2m
a (D).

2. SK1
z -invariant subspaces of K1

We have

[z − w] =
∞⊕
n=1

n−1∑
j=0

zn−1−jwj(z − w).

Then z[z − w] + w[z − w] is closed and

[z − w]⊖
(
z[z − w] + w[z − w]

)
= C · (z − w).

For each positive integer n, let

[z − w]n =
n−1∑
j=0

zn−1−jwj(z − w).

Then [z − w] =
⊕∞

n=1[z − w]n. We have also

[(z − w)2] =
∞⊕
n=2

n−2∑
j=0

zn−2−jwj(z − w)2.

Then z[(z − w)2] + w[(z − w)2] is closed and

[(z − w)2]⊖
(
z[(z − w)2] + w[(z − w)2]

)
= C · (z − w)2.

Let
K1 = [z − w]⊖ [(z − w)2].

We shall study the structure of K1.
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For n ≥ 2, we have
∑n−2

j=0 z
n−2−jwj(z − w)2 ⊂ [z − w]n and

dim
n−2∑
j=0

zn−2−jwj(z − w)2 = n− 1 < n = dim [z − w]n.

Then we may write

[z − w]n ⊖
n−2∑
j=0

zn−2−jwj(z − w)2 = C · θ1,n, n ≥ 2

for some θ1,n ∈ [z − w] with θ1,n(z, 0) = zn and

[z − w]⊖ [(z − w)2] = C · (z − w)⊕
∞⊕
n=2

C · θ1,n.

We set θ1,1 = z − w. Then

K1 = [z − w]⊖ [(z − w)2] =
∞⊕
n=1

C · θ1,n.

By some calculation, we have

(2.1) θ1,n = zn +
n∑

j=1

an,jz
n−jwj, n ≥ 1,

where

(2.2) an,j =
n− 2j

n
, 1 ≤ j ≤ n.

Put an,0 = 1. We note that an,n = −1,

(2.3) an,j = −an,n−j for 0 ≤ j ≤ n

and

(2.4) an,n/2 = 0 if n/2 is a positive integer.

By (2.1) and (2.2), we have

∥θ1,n∥2 =
(n+ 1)(n+ 2)

3n
, n ≥ 1.

Let

Θ1,n =
θ1,n

∥θ1,n∥
=

√
3n√

(n+ 1)(n+ 2)
θ1,n, n ≥ 1.

Then {Θ1,n}n≥1 is an orthonormal basis of K1.
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We have

SK1
z θ1,n = PK1zθ1,n = ⟨zθ1,n, θ1,n+1⟩

θ1,n+1

∥θ1,n+1∥2

=
( n∑

j=0

an,jan+1,j

) θ1,n+1

∥θ1,n+1∥2

=
( n∑

j=0

an,n−jan+1,n+1−j

) θ1,n+1

∥θ1,n+1∥2

=
( n∑

k=0

an,kan+1,k+1

) θ1,n+1

∥θ1,n+1∥2
= SK1

w θ1,n.

Hence SK1
z = SK1

w . Here we have

n∑
j=0

an,jan+1,j =
n∑

j=0

n− 2j

n

n+ 1− 2j

n+ 1
=
n+ 2

3
.

Therefore

SK1
z Θ1,n =

√
3n√

(n+ 1)(n+ 2)
SK1
z θ1,n

=

√
3n√

(n+ 1)(n+ 2)

n+ 2

3

√
3(n+ 1)√

(n+ 2)(n+ 3)
Θ1,n+1

=

√
n√

n+ 3
Θ1,n+1.

This fact shows that SK1
z : K1 → K1 is one to one and has closed range.

We write the above equation as a lemma.

Lemma 2.1. SK1
z Θ1,n =

√
n√

n+ 3
Θ1,n+1 for every n ≥ 1.

For any nonnegative integer n, let

e2,n(z) =

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

6
zn.



HARDY SPACE OVER THE BIDISK 23

Then {e2,n}n≥0 is an orthonormal basis of L2,2
a (D). We have

B2e2,n(z) =

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

6
zn+1

= .

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

6

×

√
6

(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)
e2,n+1(z)

=

√
n+ 1

n+ 4
e2,n+1(z).

Let U1 : L
2,2
a (D) → K1 be the operator defined by

U1e2,n(z) = Θ1,n+1, n ≥ 0.

Then U1 is a unitary operator. By Lemma 2.1, we have

U1B2e2,n(z) =

√
n+ 1

n+ 4
U1e2,n+1(z) =

√
n+ 1

n+ 4
Θ1,n+2

= SK1
z Θ1,n+1 = SK1

z U1e2,n(z).

Hence

(2.5) U1B2 = SK1
z U1 on L2,2

a (D).

Therefore we have the following.

Theorem 2.2. The structure of SK1
z -invariant subspaces of K1 has the

same structure of B2-invariant subspaces of L
2,2
a (D).

3. SK2
z -invariant subspaces of K2

For each n ≥ 1, we write θ1,n = (z−w)θ̃1,n. We have that for k ≥ 1,

θ1,2k = (z − w)
k−1∑
j=0

k − j

k
zjwj

2(k−j)∑
i=1

z2(k−j)−iwi−1

= (z − w)
k−1∑
j=0

k − j

k

2(k−j)∑
i=1

z2k−j−iwj+i−1

= (z − w)
2k−1∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)(2k − ℓ)

2k
z2k−1−ℓwℓ
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and for k ≥ 0,

θ1,2k+1 = (z − w)
k∑

j=0

2k + 1− 2j

2k + 1
zjwj

2(k−j)∑
i=0

z2(k−j)−iwi

= (z − w)
k∑

j=0

2(k − j) + 1

2k + 1

2(k−j)∑
i=0

z2k−j−iwj+i

= (z − w)
2k∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)(2k + 1− ℓ)

2k + 1
z2k−ℓwℓ.

Hence

θ̃1,2k =
2k−1∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)(2k − ℓ)

2k
z2k−1−ℓwℓ

and

θ̃1,2k+1 =
2k∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)(2k + 1− ℓ)

2k + 1
z2k−ℓwℓ.

As a result, for every n ≥ 1 we have

θ̃1,n =
n−1∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)(n− ℓ)

n
zn−1−ℓwℓ.

Put

θ̃1,n =
n−1∑
j=0

ajz
n−1−jwj.

By the above equalities, we have

(3.1) a0 = an−1 = 1, aj > 0 and aj = an−1−j

for every 0 ≤ j ≤ n− 1. We have

(T ∗
z − T ∗

w)θ1,n =
n−1∑
j=0

(n− 2j

n
− n− 2j − 2

n

)
zn−1−jwj

=
n−1∑
j=0

2

n
zn−1−jwj =

2√
n
Θ0,n−1,

(T ∗
z − T ∗

w)zwθ̃1,n = wθ̃1,n − zθ̃1,n = −θ1,n
and (T ∗

z − T ∗
w)Θ0,n = 0.

For n ≥ 2, let

θ2,n = zwθ̃1,n−1 − ⟨zwθ̃1,n−1,Θ0,n⟩Θ0,n − ⟨zwθ̃1,n−1,Θ1,n⟩Θ1,n

∈ [z − w]n.
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Then θ2,n ∈ [(z − w)2] and

(T ∗
z − T ∗

w)θ2,n = −θ1,n−1 −
⟨zwθ̃1,n−1,Θ1,n⟩

∥θ1,n∥
2√
n
Θ0,n−1

∈ H2 ⊖ [(z − w)2].

Hence θ2,n ̸= 0 and θ2,n ∈ [(z − w)2]⊖ [(z − w)3] for n ≥ 2. We have

∥θ̃1,n−1∥2 = ∥θ2,n∥2 + |⟨zwθ̃1,n−1,Θ0,n⟩|2 + |⟨zwθ̃1,n−1,Θ1,n⟩|2.

Here

|⟨zwθ̃1,n−1,Θ1,n⟩|2 =
|⟨zwθ̃1,n−1, (z − w)θ̃1,n⟩|2

∥θ1,n∥2

=
|⟨θ1,n−1, θ̃1,n⟩|2

∥θ1,n∥2
= 0 by (2.3), (2.4) and (3.1),

|⟨zwθ̃1,n−1,Θ0,n⟩|2 =
1

n+ 1

∣∣∣⟨zwθ̃1,n−1,

n∑
i=0

zn−iwi
⟩∣∣∣2

=
1

n+ 1

∣∣∣⟨θ̃1,n−1,

n−2∑
i=0

zn−2−iwi
⟩∣∣∣2

=
1

n+ 1

( n−2∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)(n− ℓ)

n− 1

)2

=
n2(n+ 1)

36

and

∥θ̃1,n∥2 =
1

n2

n−1∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)2(n− ℓ)2 =
(n+ 1)(n+ 2)(n2 + 2n+ 2)

30n
.

Hence

θ2,n = zwθ̃1,n−1 − ⟨zwθ̃1,n−1,Θ0,n⟩Θ0,n

and

∥θ2,n∥2 = ∥θ̃1,n−1∥2 − |⟨zwθ̃1,n−1,Θ0,n⟩|2 =
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

180n
.

Let

K2 = [(z − w)2]⊖ [(z − w)3] and Θ2,n =
θ2, n

∥θ2,n∥
, n ≥ 2.
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Then {Θ2,n}n≥2 is an orthonormal basis of K2. Let SK2
z f = PK2zf for

f ∈ K2. We have

SK2
z Θ2,n =

⟨zθ2,n, θ2,n+1⟩
∥θ2,n∥∥θ2,n+1∥

Θ2,n+1.

Put An = ⟨zwθ̃1,n−1,Θ0,n⟩. Then

⟨zθ2,n, θ2,n+1⟩
=

⟨
z2wθ̃1,n−1 − AnzΘ0,n, zwθ̃1,n − An+1Θ0,n+1

⟩
= ⟨zθ̃1,n−1, θ̃1,n⟩ − An+1⟨z2wθ̃1,n−1,Θ0,n+1⟩ − An⟨Θ0,n, wθ̃1,n⟩

+AnAn+1⟨zΘ0,n,Θ0,n+1⟩

= ⟨zθ̃1,n−1, θ̃1,n⟩ −
An+1√
n+ 2

⟨
θ̃1,n−1,

n−2∑
ℓ=0

zn−2−ℓwℓ
⟩

− An√
n+ 1

⟨ n−1∑
ℓ=0

zn−1−ℓwℓ, θ̃1,n

⟩
+

AnAn+1√
n+ 1

√
n+ 2

(n+ 1)

= ⟨zθ̃1,n−1, θ̃1,n⟩ −
An+1√
n+ 2

n−2∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)(n− 1− ℓ)

n− 1

− An√
n+ 1

n−1∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)(n− ℓ)

n
+
AnAn+1

√
n+ 1√

n+ 2

= ⟨zθ̃1,n−1, θ̃1,n⟩ −
An+1n(n+ 1)

6
√
n+ 2

− An(n+ 1)(n+ 2)

6
√
n+ 1

+
AnAn+1

√
n+ 1√

n+ 2

= ⟨zθ̃1,n−1, θ̃1,n⟩ −
An+1n(n+ 1)

6
√
n+ 2

− An

√
n+ 1(n+ 2)

6

+
AnAn+1

√
n+ 1√

n+ 2
.

Since An = n
√
n+ 1/6, we have

⟨zθ2,n, θ2,n+1⟩ = ⟨zθ̃1,n−1, θ̃1,n⟩ −
n(n+ 1)(n+ 2)

36
.
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Here

⟨zθ̃1,n−1, θ̃1,n⟩

=
⟨ n−2∑

ℓ=0

(ℓ+ 1)(n− 1− ℓ)

n− 1
zn−1−ℓwℓ,

n−1∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)(n− ℓ)

n
zn−1−ℓwℓ

⟩
=

n−2∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)2(n− 1− ℓ)(n− ℓ)

(n− 1)n

=
2n3 + 7n2 + 7n+ 2

60
.

Hence

⟨zθ2,n, θ2,n+1⟩ =
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

180
.

Therefore
⟨zθ2,n, θ2,n+1⟩
∥θ2,n∥∥θ2,n+1∥

=

√
n− 1√
n+ 4

.

We note also that SK2
z = SK2

w on K2. Hence we have the following.

Theorem 3.1. SK2
z Θ2,n =

√
n− 1√
n+ 4

Θ2,n+1 for every n ≥ 2.

This shows that SK2
z : K2 → K2 is one to one and has closed range.

For any nonnegative integer n, let

e4,n(z) =

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)(n+ 5)

120
zn.

Then {e4,n}n≥0 is an orthonormal basis of L2,4
a (D) (see [2]). We have

B4e4,n(z) =

√
n+ 1

n+ 6
e4,n+1(z).

Let U2 : L2,4
a (D) → K2 be the operator defined by U2e4,n(z) = Θ2,n+2

for n ≥ 0. Then U2 is a unitary operator and

U2B4e4,n(z) =

√
n+ 1

n+ 6
U2e4,n+1(z) =

√
n+ 1

n+ 6
Θ2,n+3

= SK2
z Θ2,n+2 = SK2

z U2e4,n(z).

Hence we have the following.

Theorem 3.2. U2B4 = SK2
z U2 on L2,4

a (D).

Therefore we have the following.

Theorem 3.3. The structure of SK2
z -invariant subspaces of K2 has the

same structure of B4-invariant subspaces of L
2,4
a (D).
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4. Conjecture

For n ≥ 3, we write θ2,n−1 = (z−w)θ̃2,n−1. Since θ2,n−1 ∈ [(z−w)2],

θ̃2,n−1 ∈ [z − w]. Let

θ3,n = zwθ̃2,n−1 − ⟨zwθ̃2,n−1,Θ1,n⟩Θ1,n − ⟨zwθ̃2,n−1,Θ2,n⟩Θ2,n

∈ [z − w]n.

Then θ3,n ∈ [(z − w)3] and

(T ∗
z − T ∗

w)θ3,n = −θ2,n−1 − ⟨zwθ̃2,n−1,Θ1,n⟩(T ∗
z − T ∗

w)Θ1,n

−⟨zwθ̃2,n−1,Θ2,n⟩(T ∗
z − T ∗

w)Θ2,n

∈ H2 ⊖ [(z − w)3].

Hence θ3,n ̸= 0 and θ3,n ∈ [(z − w)3] ⊖ [(z − w)4] for n ≥ 3. We write
Θ3,n = θ3,n/∥θ3,n∥. Then {Θ3,n}n≥3 is an orthonormal basis of K3 and
SK3
z is a weighted shift.

Inductively, for 4 ≤ m ≤ n we may define θm−1,n−1 = (z−w)θ̃m−1,n−1

and

θm,n = zwθ̃m−1,n−1 −
m−1∑

i=m−2

⟨zwθ̃m−1,n−1,Θi,n⟩Θi,n ∈ [z − w]n.

Then θm,n ∈ [(z − w)m] and

(T ∗
z − T ∗

w)θm,n = −θm−1,n−1 −
m−1∑

i=m−2

⟨zwθ̃m−1,n−1,Θi,n⟩(T ∗
z − T ∗

w)Θi,n

∈ H2 ⊖ [(z − w)m].

Hence θm,n ̸= 0 and θm,n ∈ [(z − w)m] ⊖ [(z − w)m+1] for n ≥ m. We
write Θm,n = θm,n/∥θm,n∥. Then {Θm,n}n≥m is an orthonormal basis of
Km and SKm

z is a weighted shift.

Conjecture 4.1. SKm
z on Km is unitarily equivalent to B2m on L2,2m

a (D).
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不定値内積空間を経由した不変部分空間の表現について

島根大学総合理工学部　　瀬戸　道生 (Michio Seto)

1 Beurling の定理再訪
H2 を単位円板上の通常の Hardy 空間とし，Tz を z 掛け算に対応する Toeplitz 作用素とする．

H2 の非自明な閉部分空間で，Tz の作用で不変なものは単に不変部分空間とよばれる．

定理 1.1 (Beurling) H2 の任意の不変部分空間M に対し，M = qH2 となる inner function q

が存在する．

この定理は関数環論だけでなくヒルベルト空間上の作用素論においても有名である．私が知って
いる範囲で次の 5通り証明法がある．

1. inner-outer factorization

元祖 Beurling の証明， inner-outer factorization の系として証明を与えている．

2. Helson-Lowdenslager method

Hoffman 等の多くの教科書に採用されている有名な方法である．

3. Helson’s cocycle-coboundary argument

Gamelin の本で紹介されている．院生の頃に勉強したきりだが，この原稿を準備している時
に complete Pick kernel との関連を調べてみようと思った．

4. Wold decomposition

作用素論系の多くの教科書に採用されている方法であり，直観的にもっとも理解しやすいと
思われるが，シフト作用素の性質に強く依存しているので今後の発展は難しいか（？）．

5. complete Pick kernel technique

作用素論的に抽象化しやすいという意味で非常にうまくできた方法（概念）だと思う．

さて，ここではもう一つの証明方法（とはいってもこれまでに知られていることの組み合わせ
に過ぎないが）を提案したい．

（新しい（？）証明）
大して難しいものではないのだが，後の説明の都合のために証明を 4段階に分ける．

29



(Step 1) ∃q ∈ M s.t. inner and M⊖ zM = Cq を示す．ここは従来の方法と同じであるので詳細
は省略する．

(Step 2) kMλ を M 上の λ 代入に対応する再生核とする．簡単な計算で kMλ = (q(λ)q)/(1 − λz)

がわかる．また，Rz = TzPM とおき（PM はM への直交射影），Rz をM 上の作用素として扱
う．このとき R∗

z = PMT ∗
z |M となることに注意すると

(IM −RzR
∗
z)k

M
λ = (1− λz)kMλ = q(λ)q.

最右辺は Cq に 1 次元再生核ヒルベルト空間の構造を入れたときの再生核である．

(Step 3) 再生核ヒルベルト空間としてのテンソル積 Cq ⊗ H2 に対し，D : Cq ⊗ H2 → M,

q(z)⊗ f(w) 7→ q(z)f(z) という写像を考える．関数のテンソルは二変数化と同じことであるが，D
はそれの対角成分を与える写像である．明らかに ranD = qH2 である（ただし inner function の
性質を使って ranD が閉であることを示す必要がある）．

(Step 4) D : q(λ)q⊗ kλ 7→ q(λ)qkλ = kMλ であるから ranD はM の中で稠密であり，(Step 3) か
らM = ranD = qH2 となる．

（証明終）

以上，少々大げさな道具を用いたが，(Step 2)，(Step 3)，(Step 4) に相当することを多変数
Hardy 空間を含むかなり広い範囲の再生核ヒルベルト空間でも考えることができる．これがこの
「新しい（？）方法」の利点である．次の節では多重円板上の Hardy 空間を例にそれを述べる．

2 不定値内積空間を経由した不変部分空間の表現
以下，多重円板 D2 上の Hardy 空間 H2(D2) の場合に得られた結果を紹介するが，適当な条件
をみたす他の再生核ヒルベルト空間でもだいたい同じように述べられる．M を H2(D2) の不変部
分空間とし，Tf を H2(D2) 上の Toeplitz 作用素とする．前節の (Step 2) で用いた IM −RzR

∗
z に

対応する作用素 ∆ を次で定義する．

∆ = PM − TzPMT ∗
z PM − TwPMT ∗

wPM + TzwPMT ∗
zwPM.

∆は H2(D2)の再生核の逆数をとると現れる多項式に対応している（Aglerの functional calculus）．
まずは，比較的扱いやすい場合を述べる．

定理 2.1 ∆ が有限階かつ ran∆ ⊂ H∞ ならば次をみたす再生核 Krein 空間 K が存在する．

M = {F ◦ d : F ∈ K ⊗H2}.

ここで d は (f ⊗ g) ◦ d(z) = f(z)g(z) で定義される写像である．
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前節の (Step 2) で Cq に再生核ヒルベルト空間の構造を入れたが ，これに対応するのが K で
ある．再生核が complete Pick ならば K は正定値になるが，一般の再生核に対しては正定値とは
限らない．また，DF = F ◦ d と考えれば (Step 3) での D に対応する．定理 2.1 では D は有界
作用素であるが，この D が一般の場合に非有界になる．このことを以下で正確に述べよう．
まず，

D : K ⊗H2 → M, (u, v)⊗ zi1z
j
2 7→ ((u, v)⊗ zi1z

j
2) ◦ d = (u− v)zi1z

j
2

とおく．Krein 空間は正の空間と負の空間との直和 K = H+ ⊕H− に分けられるので，K のベク
トルを (u, v) と表した．なお，D は有界とは限らないので定義域として

domD = {F ∈ K ⊗H2 : DF ∈ M}

を選び固定しておく．

定理 2.2 D は稠密な定義域と値域をもつ閉作用素である．従って，

M = {DF : F ∈ domD}

が成り立つ．さらに p ∈ C[z1, z2] に対し，F ∈ domD ならば pF ∈ domD であり，D(pF ) = pDF

をみたすという意味で D は準同型写像である．

証明の詳細は現在準備中の論文で与えられている．これからは次の問題を考えたい．

問題 2.1 M1，M2 を H2(D2) の不変部分空間とする．次の図式が可換になる作用素 U と T が
存在する場合，M1 とM2 に対し，何がいえるか？またそのような作用素 U , T は一体どのよう
なものか？

K1 ⊗H2 U⊗I−−−→ K2 ⊗H2

D1

y yD2

M1 −−−→
T

M2.

この問題に何らかの解答が得られれば，それを不変部分空間の分類に利用することができると思
われる．
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Löwner 関数による値域のある性質について

茨城大学工学部　　平澤　剛 (Go Hirasawa)

1 序
(H, (·, ·)) を無限次元な可分・複素ヒルベルト空間とする。(·, ·) は内積である。記号 B(H) で
有界線形作用素の全体集合を表す。A ∈ B(H) に対して、正値 A ≥ 0 であるとは、(Ax, x) ≥ 0

(∀x ∈ H) が成り立つことである。下記の文献 [2] によれば, 次のような主旨のことが記載されて
いる。文献 [1] の結果を用いると、 A ≥ 0 に対して

T (AH) ⊆ AH =⇒ T (ApH) ⊆ ApH (0 < p < 1) · · · (∗)

が成り立つと。我々は、この (∗) を [1] を用いたフォローはできていない。実は、(∗) はもっと一
般に Löwner関数に対しても言えるらしい。すなわち、それを ϕ(·)とおくと、T (AH) ⊆ AH から
T (ϕ(A)H) ⊆ ϕ(A)H が成り立つそうである。ここで、AH は値域 {Au : u ∈ H} のことであり、
ϕ(A)H も ϕ(A)の値域のことである。また、よく知られていることだが、AH ⊆ ApH (0 < p < 1)

である。本報告で登場する有界作用素 A は、すべて正値である。有界作用素の値域を論じるとき、
必ず正値作用素の値域と考えることができるからである。今後、断らないで A の正値性を仮定す
る。
[1] W. F. Donoghue, Jr., The Interpolation of Quadratic Norms , Acta Math. vol.118 (1967) 251-

270.

[2] Leiba Rodman, Nahum Zobin, Linear Preservers of Isomorphic Types of Lattices of Invariant

Operator Ranges , Proc. Amer. Math. Soc. vol.129 (2001) 2981-2986.

さて、本報告では上記の (∗) を [1] から導く代わりに、de Branges 空間論の手法を用いて (∗) に
アプローチしてみたい。結論から申し上げると、p = 1/2 のケースでは証明することができたが、
それ以外のケース (0 < p < 1, p ̸= 1/2) ではまだよくわからず、経過報告となる。

2 特別なケース p = 1/2

仮定：T (AH) ⊆ AH のもとで、T (A
1
2H) ⊆ A

1
2H を示していく。まずは、Douglas’s majorization

定理を用いると、仮定は次と同値。TA = AW および kerW ∗ ⊇ kerA を満たす W ∈ B(H) が一
意に存在する。この W の存在を用いて、T (A

1
2H) ⊆ A

1
2H を示して行きたいのである。示すべき

この目的の式の特徴付けを与えておく。
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Lemma 1 以下の３条件は互いに同値である。

(1) T (A
1
2H) ⊆ A

1
2H. つまり, ∃V s.t. TA

1
2 = A

1
2V .

(2) A
1
2T ∗/A

1
2 : A

1
2u→ A

1
2T ∗u is bounded in H. (u ∈ H)

(3) AT ∗/A : Au→ AT ∗u is bounded in M(A
1
2 ). (u ∈ H)

Remark 1 M(A
1
2 ) というのは、A

1
2 の値域 A

1
2H に、H の内積とは別の内積を付随させた連

続的に埋め込まれたヒルベルト空間のことである。つまり、M(A
1
2 ) := (A

1
2H, ∥ · ∥

A
1
2
). ただし、

(A
1
2u,A

1
2v)

A
1
2
:= (Pu, Pv), (u, v ∈ H). P は (kerA)⊥ への直交射影作用素。

（Lemma 1 の証明の概略）

TA
1
2 = A

1
2V ⇐⇒ A

1
2T ∗/A

1
2 ⊆ V ∗ ⇐⇒ sup

u∈H

∥A 1
2T ∗u∥

∥A 1
2u∥

<∞ ⇐⇒ sup
u∈H

∥AT ∗u∥
A

1
2

∥Au∥
A

1
2

<∞.

□

上記の補題より我々は、W の存在のもとで、Lemma 1 (3) ：AT ∗/A is bounded in M(A
1
2 ),

換言すれば、

∥AT ∗u∥
A

1
2
≤ c∥Au∥

A
1
2
for some c > 0　

を証明すればよい。仮定 TA = AW のもとで、

∥AT ∗u∥2
A

1
2
= (AT ∗u,AT ∗u)

A
1
2
= (A

1
2T ∗u,A

1
2T ∗u)

= (AT ∗u, T ∗u) = (W ∗Au, T ∗u) = (Au,WT ∗u)

≤ (Au, u)
1
2 (AWT ∗u,WT ∗u)

1
2 = ∥A

1
2u∥(TAT ∗u,WT ∗u)

1
2

= ∥A
1
2u∥(AT ∗u, T ∗WT ∗u)

1
2 = ∥A

1
2u∥(W ∗Au, T ∗WT ∗u)

1
2

= ∥A
1
2u∥(Au,WT ∗WT ∗u)

1
2 = ∥A

1
2u∥(Au, (WT ∗)2u)

1
2

≤ ∥A
1
2u∥(Au, u)

1
4 (A(WT ∗)2u, (WT ∗)2u)

1
4

= ∥A
1
2u∥1+

1
2 (A(WT ∗)2u, (WT ∗)2u)

1
4

· · ·

≤ ∥A
1
2u∥1+

1
2
+ 1

4 (A(WT ∗)4u, (WT ∗)4u)
1
8

· · ·

≤ ∥A
1
2u∥1+

1
2
+ 1

4
+···+( 1

2
)n(A(WT ∗)2

n

u, (WT ∗)2
n

u)(
1
2
)n+1

= ∥A
1
2u∥1+

1
2
+ 1

4
+···+( 1

2
)n∥A

1
2 (WT ∗)2

n

u∥(
1
2
)n

≤ ∥A
1
2u∥1+

1
2
+ 1

4
+···+( 1

2
)n∥A

1
2∥(

1
2
)n∥(WT ∗)2

n∥(
1
2
)n∥u∥(

1
2
)n

= ∥Au∥1+
1
2
+ 1

4
+···+( 1

2
)n

A
1
2

∥A
1
2∥(

1
2
)n∥(WT ∗)2

n∥(
1
2
)n∥u∥(

1
2
)n
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すなわち、

∥AT ∗u∥2
A

1
2
≤ ∥Au∥1+

1
2
+ 1

4
+···+( 1

2
)n

A
1
2

∥A
1
2∥(

1
2
)n∥(WT ∗)2

n∥(
1
2
)n∥u∥(

1
2
)n

従って、
∥AT ∗u∥2

A
1
2
≤ γ(WT ∗) ∥Au∥2

A
1
2
, (γ(·) is a spectral radius).

以上から,

sup
∥AT ∗u∥

A
1
2

∥Au∥
A

1
2

≤
√
γ(WT ∗) <∞.

これは Lemma 1 (3) が成り立つことを意味する。すなわち、T (A
1
2H) ⊆ A

1
2H が示せた。

□

3 一般のケース 0 < p < 1

T (AH) ⊆ AH =⇒ T (ApH) ⊆ ApH (0 < p < 1) · · · (∗)

さて、この命題を一般の 0 < p < 1 に対して前節と同様な方法を試みて証明しようとしても、す
ぐに無理であることに気が付く。詳細は述べないが、p = 1/2 の特殊性を利用していたのである。
一般の 0 < p < 1 では証明はできていないが、ここでは途中経過という形で報告したいと思う。

示したい条件式 T (ApH) ⊆ ApH の特徴付けが次の補題である。

Lemma 2 0 < p < 1 とする。以下の３条件は互いに同値である。

(4) T (ApH) ⊆ ApH. つまり, ∃Vp s.t. TAp = ApVp.

(5) ApT ∗/Ap is bounded in H.

(6) AT ∗/A is bounded in M(A1−p).

（証明の概略）

TAp = ApVp ⇐⇒ ApT ∗/Ap ⊆ V ∗
p ⇐⇒ sup

∥ApT ∗u∥
∥Apu∥

<∞ ⇐⇒ sup
∥AT ∗u∥A1−p

∥Au∥A1−p

<∞.

□

一般の 0 < p < 1 において, Lemma 2 (6) AT ∗/A is bounded in M(A1−p) を示すのは難しい
ように思える。p = 1/2 で証明できたのはその特殊性のおかげかもしれない。そこで、仮定条件
T (AH) ⊆ AH (⇔ TA = AW ) も加味・考慮して、次の条件 (7) を考える。すると、(4) ∼ (6) と
(7) は（仮定条件のもとで）同値となる。
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(7) TA/A is bounded in M(Ap). つまり、ある定数 cp > 0 が存在して

∥Tx∥Ap ≤ cp ∥x∥Ap , x ∈ AH (⊆ ApH)

が成り立つ。

Remark 2 条件 (7) は、仮定 T (AH) ⊆ AH のもと p = 1 でも成立する。つまり、T (AH) ⊆ AH

ならば T ∈ B(M(A)) である。（このことは以下の pn = 1/2n, n = 0 で使用している。）

さてここでは、仮定 T (AH) ⊆ AH (⇔ TA = AW ) のもとで、(4) ⇐ (7) の証明を与えておく
（(4) ⇒ (7) の証明は省略）。

( (4) ⇐ (7) の証明) 次の式は (7) の言い換えである。

∥T∥Ap := sup
u

∥TAu∥Ap

∥Au∥Ap

= sup
u

∥AWu∥Ap

∥Au∥Ap

= sup
u

∥A1−pWu∥
∥A1−pu∥

≤ cp <∞.

これは、作用素商 A1−pW/A1−p が有界であることを意味する。よって、定義域を閉包まで拡張して、
その直交補空間をゼロと定義することで得られる自然な拡張 Vp が存在する: A1−pW/A1−p ⊆ Vp,

kerVp ⊇ (A1−pH)⊥. 換言すると、A1−pW = VpA
1−p, kerVp ⊇ (A1−pH)⊥ = kerA. よって、左から

Ap を掛けて、Ap ·A1−pW = Ap ·VpA1−p となり、AW = TA = ApVpA
1−p となる。さらに、分解し

てTAp ·A1−p = ApVpA
1−p から A1−p(ApT ∗−V ∗

p A
p) = 0なので (ApT ∗−V ∗

p A
p)H ⊆ kerAを得る。

一方、(ApT ∗−V ∗
p A

p)H ⊆ ApH +V ∗
p H ⊆ (kerA)⊥ なので、ApT ∗−V ∗

p A
p = 0, i.e., TAp = ApVp.

これは (4) を示したことを意味する。

□

p = 1
2
に対する前節の結果を繰り返し適用すると以下のようになる。T (AH) ⊆ AH ならば

T (ApnH) ⊆ ApnH (pn =
1

2n
, n = 0, 1, 2, · · · ) · · · (∗∗)

従って、任意の 0 < p < 1 に対して、n ≥ 0 が存在して、

pn+1 < p < pn and AH ⊆ ApnH ⊆ ApH ⊆ Apn+1H

をみたす。すると、(∗∗) および (4) ∼ (6) と (7) の T (AH) ⊆ AH のもとでの同値性より,

• ∥Tx∥Apn ≤ cpn ∥x∥Apn , x ∈ AH

• ∥Tx∥Apn+1 ≤ cpn+1 ∥x∥Apn+1 , x ∈ AH

が成り立つことがわかる。Remark 2 より、仮定 T (AH) ⊆ AH から T ∈ B(M(A)) となっている
ので、ある定数 c > 0 について、∥Tx∥A ≤ c ∥x∥A, x ∈ AH が成り立っている（n = 0）。
この状況のもと我々が示したいのは、ApnH と Apn+1H との間に挟まれた ApH での有界性であ
る。つまり、

∥Tx∥Ap ≤ cp ∥x∥Ap , x ∈ AH

を示したい。両側の空間での有界性が成立しているときに、挟まれている空間での有界性を示し
たい。しかし、これ以上の考察の進展は何も得られていない。補空間理論を適用すれば何かわか
るのではないか、と期待している程度である。
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4 関連事項
この節では、個人的興味に基づき、前節までの内容に関連する話をしてみる。
無限次元な複素ヒルベルト空間 H の部分空間 M が半閉であるとは、あるヒルベルトノルム

∥ · ∥M が存在して (M, ∥ · ∥M) ↪→ H となることである。半閉部分空間と有界作用素の値域は同値
であることはよく知られている。
M と N を M ⊊ N ⊊ H を満たす H で稠密な半閉部分空間とする。このとき、M と N が S-鎖
の関係にある（a relation of S-chain）とは、ある正値な有界作用素 A ≥ 0 と p (0 < p < 1) が存
在して、M = AH, N = ApH となることで定義する。このとき、「１．序」における (∗) が成り
立つと認めたとすると、明らかに有界作用素 T について TM ⊆M ならば TN ⊆ N である。

Remark 3 「S-鎖の関係」というネーミングは今のところここだけのものであるが、H = L2(Rd)

(d ≥ 1) で、A = (I −∆)−
1
2 のとき、N = ApH は p 次のソボレフ（Sobolev）空間になっている。

つまり、ソボレフ空間と de Branges 空間M(Ap) が等距離同型となる。S-鎖と名付けた理由はこ
こにある。

さて、この S-鎖に関して基本的な問題を提起する。以下における L,M,N は H と異なる稠密な
半閉部分空間とする。

Ｑ１. M ⊊ N を満たす任意の M と N は S-鎖の関係にあるか？つまり、M = AH, N = ApH と
なる A ≥ 0 と 0 < p < 1 は存在するか？

Ｑ２. M を任意に与える。このとき、M ⊊ N を満たしかつ M と N はＳ-鎖の関係にある N の
全体集合を特徴付けよ。

Ｑ３. もし L ⊊M かつ M ⊊ N が S-鎖の関係にあるならば、L ⊊ N は S-鎖の関係にあるか？

Ｑ４. もし M ⊊ N が S-鎖の関係にあるとき、代数的次元 dimN/M は有限か無限か？

以上の問題に対して、Ｑ１. およびＱ４.への考察を報告する。

まず、Ｑ１. については「No」である。理由は次の通りである。M ⊊ N の包含関係のあるうち、
TM ⊆ M であるが TN ⊆ N でない T ∈ B(H) が存在する状況を考える。このときの M と N

は S-鎖の関係にはなっていない。なっていたとすると、TN ⊆ N となってしまうので。
次にＱ 4.について、以下の結果が得られた。

Proposition 3 もし M ⊊ N が S-鎖の関係にあるならば代数的次元 dimN/M = ∞ である。

(証明の概略) M = AH と N = ApH を満たす A ≥ 0 と 0 < p < 1 が存在したとする。このとき、
詳細の証明は省略するが次の２つの事実が成り立つ。

• AH はM(Ap) で稠密である。
• M はM(Ap) においても半閉である。

これらより、dim N/M = dim ApH/AH = dim M(Ap)/M = ∞ となることがわかる。もし右辺
が有限、すなわち余次元有限とすると、ヒルベルト空間M(Ap) において半閉部分空間 M は閉と
なる。稠密性から結局 N = M(Ap) =M を得る。これは矛盾である。

□
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